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УДК 539.3 
 

Д. В. БАБИЧ, д-р техн. наук 
 

О ВЛИЯНИИ ГЕОМЕТРИИ ПЛОСКИХ МИКРПОВРЕЖДЕНИЙ  
МАТЕРИАЛА НА ЕГО ДЕФОРМАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА 

 
Многие конструкционные материалы имеют различные механические 

характеристики при растяжении и сжатии. Одному из феноменологических 
вариантов разномодульной теории упругости посвящена монография [1], 
основное содержание которой составляют методы решения задач упруго-
сти для различных механических объектов из разномодульных материалов. 
Корректные уравнения состояния таких материалов отсутствуют в связи с 
невыясненной физической природой их разносопротивляемости растяже-
нию и сжатию. Основания указанной разномодульной теории упругости но-
сят частный характер и безотносительны к причинам указанного явления. 
Ниже рассматривается одна из возможных причин разномодульности дос-
таточно широкого класса материалов, связанная с наличием технологиче-
ских либо эксплуатационных поврежденностей типа трещин отрыва. 

Существуют различные подходы к учету поврежденности материала в 
задачах механики деформируемого твердого тела [2–7]. Из указанного мно-
гообразия особый интерес представляют структурные модели поврежден-
ных материалов, одна из которых является предметом рассмотрения в на-
стоящей статье. В данной работе даны вывод уравнений состояния для 
материалов с нарушением сплошности в виде рассеянных по объему мик-
ротрещин с последующим использованием их для анализа качественного и 
количественного влияния геометрических параметров микротрещин на де-
формационные свойства поврежденного материала. 

Энергетический вывод уравнений состояния для трещиноватых 
сред. Рассмотривается изотропная макрооднородная среда c заданной 
системой поврежденности в виде стохастически рассеянных по объему 
плоских эллиптических трещин. Трещины можно индентифицировать с раз-
рывами структурных элементов, если предположить, что материал состоит 
из плотно упакованных зерен эллипсоидальной формы с различными раз-

мерами соответственно большей и меньшей полуосей a′ , b′ , часть из ко-

торых претерпела разрыв, образовав дефект в виде круговой либо эллип-

тической трещины с размерами a a′≤ , b b′≤ . Для описания влияния по-

врежденности материала на упругие свойства применяется энергетический 
метод [5]. Сущность метода состоит в привлечении модели континуальной 
среды для описания деформирования неоднородной трещиноватой среды 
на основании эквивалентности их энергий. Для этой цели используется 
принцип Эшелби [8], в соответствии с которым имеет место соотношение 

0
W W W= + ,                                                                 (1) 
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где 
1

2
ijkl ij klW a= σ σ  – плотность энергии деформирования непрерывной 

среды, моделирующей поврежденный материал; 
0 01

2
ijkl ij klW a= σ σ  – плот-

ность энергии сплошной неповрежденной среды; W  – приращение плотно-

сти энергии деформирования поврежденной среды, связанное с освобож-
дением внутренней энергии вследствие нарушения связей при нормальном 
отрыве и сдвиге поверхностей трещин в структурных элементах. 

Плотность освобожденной энергии поврежденного материала на осно-
вании принципа Эшелби [8] определяется в виде работы взаимного смеще-
ния поверхностей трещин, вызываемого напряжениями, которые имели бы 
место при заданной нагрузке в сплошной среде в местах, занимаемых тре-
щинами 

0 3 3

3

1 1 1 1

1

2

o

n

N N
n n n

i i i n

n i n i S

W W U dS

= = = =

= = σ∑∑ ∑∑ ∫ .                                           (2) 

Здесь 0N  – количество трещин в единице объема; 
n
iU  (1, 3)i =  – переме-

щения в точках поверхности n -ой трещины; nS  – полная поверхность n -ой 

трещины; 3
n
iσ  ( 1, 3)i =  – компоненты тензора заданных напряжений в соб-

ственной системе координат n -ой трещины 1 2 3
n n n nO x x x . В случае эллипти-

ческой трещины оси 
n n

iO x  ( 1, 2)i =  соответственно направлены по боль-

шей ( )
na  и меньшей ( )

nb  полуосям, а ось 3
n nO x  – по нормали к их по-

верхностям. 
n

iW  ( 1, 3)i =  – работы взаимного смещения поверхностей n -

ой трещины в направлениях осей 
n n

iO x . Локальные напряжения 3
n
iσ  и 

заданные в теле средние напряжения klσ  связаны преобразованием 

3 3
n n n
i kl ik lσ = σ α α ; 

n
ikα , 3

n
lα  – определяемые углами Эйлера ( 0

n
≤ ϑ ≤ π  – 

угол нутации; 0 2
n

≤ ψ ≤ π  – угол прецессии; 0 2
n

≤ ϕ ≤ π  – угол собствен-

ного вращения) направляющие косинусы собственной системы координат 

n ой−  трещины по отношению к лабораторной системе координат [9] 

11 cos cos sin sin cosα = ϕ ψ − ϕ ψ ϑ ,   13 sin sinα = ϕ ϑ , 

12 cos sin sin cos cosα = ϕ ψ + ϕ ψ ϑ ,   23 cos sinα = ϕ ϑ , 

21 sin cos cos sin cosα = − ϕ ψ − ϕ ψ ϑ ,   31 sin sinα = ψ ϑ , 

22 sin sin cos cos cos ,α = − ϕ ψ + ϕ ψ ϑ    32 cos sinα = − ψ ϑ , 
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33 cosα = ϑ .                                                                                          (3) 

В случае шероховатых поверхностей трещин для описания сдвигового 
взаимодействия берегов трещин по закону сухого трения вводятся эффек-
тивные сдвигающие напряжения  

3 3 33
n n n
i i fσ = σ − σ%  при 3 33

n n
i fσ > σ , 

3 0
n
iσ =%  при 3 33

n n
i fσ ≤ σ  ( )1, 2i = ,                                                  (4) 

в которых f  – коэффициент трения скольжения. 

Перемещения на поверхностях трещин 
n
iU  находятся путем решения 

задач о напряженно-деформированном состоянии неограниченной изо-
тропной среды с изолированной трещиной при однородных поперечном, 
продольном сдвигах и нормальном к поверхности трещины растяжении на-
пряжениями на бесконечности, с которыми отождествляются средние на-
пряжения в представительном объеме. Полученные в [5] выражения для 
работ взаимного смещения берегов индивидуальной эллиптической трещи-

ны iW ′  при сдвигах и раскрытии трещины имеют вид 

2
4 ' '

3
i i

a b
W B

π
′ ′= ,                                                                                  (5) 

где 

( )
2

3i i iB A′ ′ ′= σ ,   

2
0

0

1
i iA Q

E

 − ν
′ ′=  

 
 

 ( )1, 3i = ; 

( ) ( ) ( )
2 2 2 1

1 0 0 1' ' ' ' 'Q k k E k k K k
− ′ = − ν + ν  

, 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 1

2 0 1 0 1Q k k k E k k K k
− ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ν − ν  

,   ( )3 1/Q E k′ ′= ;      (6) 

2 2 2
1 /k b a′ ′ ′= − ; 

2 2
1 1k k′ ′= − ; ( )K k ′ ; ( )E k ′  – полные эллиптические ин-

тегралы первого и второго рода; 0E , 0ν  – модуль Юнга и коэффициент 

Пуассона неповрежденной среды. В (5), (6) вместо индекса n  введено 

обозначение штрихом. Обозначение штрихом здесь и далее указывает на 
непрерывную зависимость их от углов ориентации трещин в связи с предпо-
ложением о континуальном распределении последних по объему. 

В случае круговой трещины работа взаимного смещения берегов тре-

щины будет определяться формулой (5) при a b′ ′=  и  

( )
( )

2
0

1 2
0 0

4 1

2
A A

E

− ν

′ ′= =
π − ν

,   
( )2

0

3
0

2 1
A

E

− ν

′ =
π

.                                       (7) 
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Уравнения состояния для поврежденной среды 

ij ijkl klaε = σ .                                                                                        (8) 

получаются из равенства (1). Для этой цели составляющие равенства (1) 

записываются в компонентах тензора средних напряжений ijσ  в теле. При-

равнивание коэффициентов при одинаковых выражениях относительно 

напряжений ijσ  в (1) дает выражение для определения податливостей  

среды ijkla , моделирующей повреждающийся материал  

0
ijkl ijkl ijkla a a′= + .                                                                               (9) 

Здесь 
0
ijkla  – податливости неповрежденной среды, ijkla′  – результат ос-

реднения плотности освобожденной энергии W , который зависит от коли-

чества трещин в единице объема, функции распределения их по размерам 

и ориентациям ( )F Y , в которой ( , , , , )Y a b′ ′ ϕ ψ θ  обозначает совокупность 

параметров, определяющих характерные размеры и углы ориентации тре-
щин в представительном объеме [5].  

Осредненное значение плотности освобожденной энергии деформиро-

вания при заданной функцией ( )F Y  системе трещиноватых дефектов оп-

ределяется формулой  

( )( )1 2 32

1
, , , , sin

8
Y

W F a b W W W d d d
′ ′ ′

= ϕ ψ θ + + θ ϕ ψ θ

π
∫ .         (10) 

Остановимся более подробно на случае всестороннего растяжения и 
сжатия изотропной среды, ослабленной стохастически рассеянными по 
объему эллиптическими трещинами. 

При изотропном широком распределении трещин по ориентациям 

функция распределения ( )F Y  от углов Эйлера не зависит. Пределы интег-

рирования в (10) по углам Эйлера задаются интервалами 0 2≤ ϕ ≤ π , 

0 2≤ ψ ≤ π , 0 ≤ θ ≤ π  При заданной функции распределения трещин по 

размерам ( , )Y a b′ ′  пределы интегрирования определяются минимальным 

и максимальным размерами полуосей эллиптических трещин. При условии 

1k const′ = , что соответствует наличию в среде системы подобных трещин 

(это предположение вводится с целью упрощения операции статистическо-
го осреднения (10)), имеем 

( )

2 23
2

32
1 0 0 0

sin
8

i i

i

W A d d d

π π π

=

ε
′ ′= σ θ ϕ ψ θ

π
∑ ∫ ∫ ∫ , 
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( )
2 2

0

4 4
,

3 3
a b

F a b a b da db N a b

′ ′

π π
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ε = = < >∫ ∫ ,                         (11) 

Здесь ( , )F a b′ ′  – плотность распределения трещин по размерам; ε  – ма-

лый параметр трещиноватости, который можно рассматривать как отноше-

ние осредненного значения области возмущения 
24

( )
3

v a b
π

′ ′ ′= < > , вызы-

ваемого трещиной, к объему материала, содержащего одну трещину 

0(1/ )N  [5]. Для систем одинаковых трещин – 
2

0

4
( )

3
N a b

π
′ ′ε = . 

В случае хаотического статистически однородного распределения тре-
щин в представительном объеме в результате интегрирования (11) в зави-
симости от характера взаимодействия берегов трещин получаются сле-
дующие соотношения для вторых составляющих податливостей в (9): 

1) раскрытие трещин 33( 0)′σ >  

( )1 2 3

2 1

5 3
iiiia A A A

 
′ = + + ε  

,   ( )1 2 3

1
2

15
iijja A A A′ = − + + ε   , 

( )1 2 3

2 8

5 15
ijija A A A′ = + ε + ε  ( ), 1, 3;i j i j= ≠ ;                               (12)  

2) идеальное проскальзывание 33( 0, 0 )f′σ ≤ =  

( )1 2

2

15
iiiia A A′ = + ε ,   ( )1 2

1

15
iijja A A′ = − + ε , 

( )1 2

2

5
ijija A A′ = + ε  ( ), 1, 3;i j i j= ≠ ;                                             (13) 

3) трение скольжения ( )33 3 330, , 1, 2j f j′ ′ ′σ < σ > σ =  

( )( )
2

1 2

2
1 3

15
iiiia f A A′ = − + ε ,   ( )( )

2
1 2

1
1 2

15
iijja f A A′ = − + + ε , 

( )( )
2

1 2

2
3 4

15
ijija f A A′ = − + ε  ( ), 1, 3;i j i j= ≠ .                             (14) 

Постоянные iA  ( )i iA A′= определяются формулами (6), (7). 

Технические постоянные поврежденного материала через податливо-
сти определяются соотношениями [8] 

1
iiii

ii

a
E

= ,   
ij

jjii
ii

a
E

ν
− = ,   

1
ijij

ij

a
G

=  ( ), 1, 3i j = ,                          (15) 
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где iiE , ijG , ijν  – модули упругости, модули сдвига и коэффициенты Пуас-

сона. Из соотношений (12)–(15) следует, что изотропный материал с по-
врежденностью в виде хаотически рассеянных микротрещин, при всесто-
роннем равномерном растяжении либо сжатии моделируется изотропной 
средой с эффективными постоянными упругости вида 

( )

0

0 1 2 3

2 2
1

15 5

E
E

E A A A
+ =

 
+ + + ε  

, 

( )
0

1 2 3
0

1 2

15 15
E A A A

E
+ +

 ν  
ν = + + − ε    

;                                            (16) 

( )

0

0 1 2

2
1

15

E
E

E A A
− =

 
+ + ε  

,   ( )
0

1 2
0

1

15
E A A

E
− −

 ν
ν = + + ε 

 
.          (17) 

Приведенные выше соотношения позволяют решать следующие зада-
чи: 1) определение эффективных характеристик упругости трещиноватого 

материала при растяжении и сжатии ( E+ , E− , +ν , −ν ) по заданным харак-

теристикам сплошной среды и функции распределения трещин по разме-

рам и ориентациям 0E , 0ν , ( )F Y ; 2) определение параметров трещинова-

тости ( ε , k ) по заданным значениям параметров упругости сплошной и 

трещиноватой среды ( 0E , 0ν , E+ , E− , +ν , −ν ); 3) приближенное опреде-

ление параметров упругости сплошной среды ( 0E , 0ν ) по заданным пара-

метрам упругости трещиноватой среды ( E+ , E− , +ν , −ν ). 

Связь эффективных постоянных упругости с микропараметрами 
трещиноватости материала. Безотносительно к конкретному материалу 
указанные соотношения позволяют провести теоретический анализ влия-
ния геометрии трещин на деформационные характеристики поврежденного 
материала. 

Из (6), (16) и (17) следует, что при всех прочих равных условиях  значе-
ния постоянных упругости рассматриваемого изотропного трещиноватого 
материала зависят от геометрической формы и отношения характерных 

размеров трещин 1 /k b a′ ′ ′= . 

Рассмотрим различные ансамбли одинаковых эллиптических трещин, 

отличающиеся характерными размерами трещин ( ia′ , ib′ ) при одинаковых 

значениях параметра трещиноватости 

( ) ( )2 3 2
0 0 1

4 4

3 3

i
i i iN a b N a k const

π π
′ ′ ′ε = = =  

и плотности трещин 0N . В этом случае область возмущения трещины 
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2 2 3
1 04 / 3 4 / 3 /
i

i i i iv a b k a N′ ′ ′= π = π = ε  – также постоянная. Для круговой тре-

щины 
1
1( 1)k =  значения радиуса и площади определяются выражениями 

31
0

3

4

ε
′ =

π
a

N
,   

2
2

31 2
0

9

16
S a

N

πε
′= π = .                                             (18) 

При 10 1
ik≤ <  ( 1)i >  имеют место соотношения 

( )
2

3 1
0

3

4

i
ia k

N

−ε
′ =

π
,   13

0

3

4

i

i

k
b

N

ε
′ =

π
,   

2

3
2

1 0

9

16
i i i i

S a b
k N

πε
′ ′= π = .    (19) 

В случае систем трещин различных размеров приведенные соотношения 
относятся к трещинам со средними размерами. 

Таким образом, одинаковые значения 0N , ε , v  (плотность трещин, па-

раметр трещиноватости и объем области возмущения трещины) могут 
иметь место в системах различных трещин материала за счет вариации 

значений длин полуосей трещин 1( )
i

i ib k a′ ′= . Из (6), (7), (12)–(15) следует, 

что при заданных условиях постоянные упругости трещиноватого материа-

ла (16), (17) зависят от параметра 1k , которым описывается геометрия 

трещин. При этом указанная зависимость проявляется в том, что степень 
влияния трещиноватости на значения постоянных упругости повышается с 

уменьшением значений параметра 1k , т. е. с увеличением, как следует из 

(18), (19), площади эллиптической трещины.  
Обсуждаемое явление иллюстрируется таблицей, где приведены зна-

чения постоянных упругости трещиноватого углеродного материала при 

0,1ε =  в зависи-

мости от параме-

тра 1k  для трещин 

эллиптической и 
круговой формы 
при растяжении 

( , )E+ +ν  и сжатии 

( , )E− −ν . Упругие 

свойства сплош-
ного углеродного 
материала прини-
мались равными 

11
0 4,2 10E Па= ⋅ , 

0 0,2ν = . Первая 

строка таблицы 

1
ik =  

/i ib a=  

11
10E −

+ ⋅  

Па  
+ν  

11
10E −

− ⋅  

Па  
−ν  

1,00000 4,02856 0,19270 4,12530 0,20348 

0,94868 4,02427 0,19252 4,12338 0,20547 

0,89443 4,01954 0,19232 4,12126 0,20562 

0,83666 4,01433 0,19210 4,11893 0,20579 

0,77459 4,00849 9,19185 4,11629 0,20598 

0,70711 4,00187 0,19158 4,11330 0,20619 

0,63245 3,99425 0.19125 4,10984 0,20664 

0,54772 3,98511 0,19089 4,10574 0,20673 

0,44721 3,97423 0,19043 4,10067 0,20709 

0,31623 3,95979 0,18985 4,09395 0,20757 

0,14142 3,94276 0,18918 4,08585 0,20815 

0,00000 3,93553 0,18891 4,08243 0,20839 
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соответствует трещинам круговой формы, последняя – эллиптическим 
трещинам удлиненной формы. Приведенные результаты свидетельствуют 
о более существенном влиянии трещиноватости материала на деформаци-
онные свойства материала при растяжении. Качественно различно влияние 
трещиноватости на значения коэффициента Пуассона при растяжении и 
сжатии. В первом случае – коэффициент Пуассона уменьшается, во втором 
– увеличивается. Физическая природа указанных эффектов очевидна. Она 
связана с раскрытием и закрытием трещин в зависимости от растяжения 
либо сжатия тела. 

Изложенная методика учета трещиноватости материала дает возмож-
ность проследить связь между параметрами микроструктуры и макросвой-
ствами материала, а также предложить процедуру определения осреднен-
ных параметров микроструктуры с помощью макроэкспериментов. 

Трещиноватость материала определяется структурными параметрами 

a′ , b′ , 0N . Связь между ними устанавливается соотношениями (16), (17), 

которые доопределяются посредством соответствующих экспериментов по 

определению макропараметорв E+ , E− , +ν , −ν . Из соотношений (16), 

(17) cледуют выражения 

0

0

1 2 1 2

E E

−

−

− ν − ν
= ,   

1 3 1 3

E E

+ −

+ −

+ ν + ν
= ;                                              (20) 

( )0 3

2
0

5 1 1

2 1

E Q k

E E+ −

 
ε = − 

− ν  
;                                                                (21) 

( ) ( ) ( )

0

2
1 20

15 1
1

2 1

E

E Q k Q k−

 
ε = − 

+− ν  
;                                              (22) 

( ) ( )

0
02

1 20

15 1

1

E

E Q k Q k

−

−

 ν
ε = − ν 

+− ν  
;                                             (23) 

( ) ( ) ( ) ( )

0

2
1 2 30

15 1
1

62 1

E

E Q k Q k Q k+

 
ε = − 

+ +− ν  
;                               (24) 

( ) ( ) ( )

0
02

1 2 30

15 1

21

E

E Q k Q k Q k

+

+

 ν
ε = − ν 

+ −− ν  
.                              (25) 

В предельных случаях ( 0k = , 1k = ) соответственно имеем 

( )
0

2
0

5 1 1
,

4 1

E

E E+ −

 π
ε = − 

− ν  
   

( )
0

2
0

5 1 1

2 1

E

E E+ −

 
ε = − 

− ν  
;                    (26) 



 11 

( )

( )

0 0

2
0

15 2
1

16 1

E

E−

π − ν  
ε = − 

− ν  
,   

( )( )

0

0 0

15
1

2 1 2

E

E−

 
ε = − 

+ ν − ν  
;               (27) 

( )

( )

0 0
02

0

15 2

8 1

E

E

−

−

π − ν  ν
ε = − ν 

− ν  
,   

( )( )

0
0

0 0

15

1 2

E

E

−

−

 ν
ε = − ν 

+ ν − ν  
;   (28) 

( )

( )( )

0 0

2
0 0

15 2
1

8 1 8 3

E

E+

π − ν  
ε = − 

− ν − ν  
,   

( )

0
0

0 0

15

1

E

E

+

+

 ν
ε = − ν 

ν + ν  
.        (29) 

В силу неоднозначной зависимости макропараметров упругих свойств по-

врежденного материала от параметров трещиноватости a , k , 0N , задание 

макропараметров 0E , 0ν , E+ , +ν , E− , −ν  недостаточно для определе-

ния микропараметров трещиноватости. Необходима конкретизация  значе-
ния одного из трех параметров.  

Для определения параметров ε , k  можно воспользоваться соотноше-

нием 

( )
( )

( ) ( ) ( )

0
3

0 1 2

61 1

1 2
Q k

E E E Q k Q k

−

+ − −

ν − ν 
− = 

− ν +    
.                        (30) 

Это уравнение, являющееся результатом приравнивания выражений (24) и 
(22) с последующим исключением из полученного уравнения с помощью 

первого выражения (20) параметра 0E , позволяет определить параметр k  

для заданных значений 0ν , E+ , +ν , E− , −ν . 

Решение уравнения (30) неоднозначно в силу его трансцендентности. 

Физический смысл имеют все значения корней в интервале [0, 1] . Соответ-

ствующие значения параметра 
3 2

0 1

4

3
N a k

π
′ε = < >  определяются из любо-

го выражения (21)–(29). Для определения характерных значений a , 0N  

необходима дополнительная информация об одном из этих параметров, 
например, о характерных размерах структурных элементов, если трещины 
представляют собой плоскости разрыва элементов.  

Зачастую, экспериментально определяются параметры упругости ма-
териалов при растяжении либо сжатии, которые затем отождествляются с 
таковыми для сплошного материала. В случае разномодульных материа-
лов, как правило [1], информация об упругих свойствах сплошного мате-
риала отсутствует. Изложенная выше методика позволяет определять  по-
стоянные упругости сплошного материала при заданных параметрах упру-
гости  при растяжении и сжатии, если причиной разномодульности мате-
риала является трещиноватость. Критерием последнего является выпол-
нение второго равенства из (20). 
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Процедуру определения постоянных упругости сплошного материала 
проиллюстрируем на примере разномодульного материала [1] типа чугуна 
СЧ12-28 с макрохарактеристиками упругости 

10
11,17695 10E Па+ = × ,   0,22+ν = , 

10
12,18728 10E Па− = × ,   0,27−ν = .                                             (31) 

Для этой цели воспользуемся уравнением относительно неизвестной 0ν  

(30). В предельных случаях по параметру k  ( 0k = , 1k = ) это уравнение 

соответственно принимает вид 

( )0 0

0

3 2 1 1
_

2 1 2E E E

−

− + −

− ν    ν − ν
=   

− ν   
, 

( )

( )

0 0

0 0

6 1 1 1
_

1 2 2E E E

−

− + −

− ν    ν − ν
=   

− ν − ν   
. 

Решения этих уравнений с учетом (31) дают для 0ν  следующие значения: 

0 0,25298ν = при 0k =  и 0 0,25258ν =  при 1k = . На основании первой 

формулы из (20) следуют соответствующие значения модуля упругости: 
10

0 13,08913 10E Па= × , 
10

0 13,11025 10E Па= × . В данном случае, как уже 

указывалось выше, имеем неединственное решение поставленной задачи в 

силу неоднозначной зависимости его от параметра k . C учетом получен-

ных результатов из формул (21)–(29) следуют значения параметров трещи-

новатостей: 0,40878ε = , 0,25960ε = . Указанным значениям соответству-

ют следующие значения принятых в литературе [6] параметров трещинова-

тости 
2

0 0,09759N a b′ ′< >= ; 0,06198 . Постоянные упругости сплошного 

материала в случае других возможных промежуточных значений параметра 

k  можно вычислить, воспользовавшись уравнением (30) путем задания 

промежуточного значения параметра k  из интервала возможных значений 

[0, 1] . Однако в данном случае такой необходимости не существует, по-

скольку их значения будут изменяться в границах приведенных выше дос-
таточно близких предельных значений. 

Для получения однозначного решения рассмотренной задачи необхо-
дима конкретизация характерных размеров структурных элементов мате-

риала, т.е. задания соответствующего данным (31) значения параметра k . 

Таким образом, изложенная выше методика учета поврежденности 
среды при соответствующих данных о трещиноватых дефектах и их рас-
пределении по объему позволяет находить эффективные характеристики 
упругости трещиноватого материала, а при наличии макрохарактеристик 
упругости поврежденного материала при растяжении и сжатии – характери-
стики сплошного материала. 
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Р Е ЗЮМ Е . На основі енергетичного методу з врахуванням взаємодії берегів 
тріщин отримані вирази для ефективних характеристик пружності для матеріалів, 
послаблених системою хаотично розподілених по об’єму еліптичних тріщин. Дослі-
джується вплив геометрії мікротріщин на эфективні постоійні пружності пошкодженого 
матеріалу. 
 

S U M M A R Y .  On the basis energetic method with allowance for interaction of crack 
edges, expressions for effective characteristics of elasticity of materials weakened by a 
system of elliptical cracks chaotically distributed over the volume have been obtained. It 
was researched the influence of microcracks geometry on effective deformative properties 
of damage material. 
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О СВЕДЕНИИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ИЗГИБА ТРАНСВЕРСАЛЬНО- 
ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН К ЗАДАЧАМ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ  

КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 
 

Для определения напряженно-деформированного состояния упругих 
трансверсально-изотропных пластин привлекаются разные прикладные 
теории, учитывающие деформации поперечного сдвига. К прикладным 
можно отнести вариант аналитической теории И. Н. Векуа [1] в случае пер-

вого приближения 1N = . Развитие ее на анизотропные пластины и обо-

лочки изложено в [2–4]. В данной работе для приближения 1N =  излагает-

ся способ сведения краевых задач изгиба трансверсально-изотропных пла-
стин к задачам теории функций комплексного переменного. 

Постановка задачи и вывод исходных уравнений. Рассмотрим 

трансверсально изотропную пластину постоянной толщины 2h  ( )h const= , 

отнесенную к декартовой системе координат ix  ( 1, 3)i = . Пластина нахо-

дится под действием нормальных поперечных напряжений 33
+

σ , 33
−

σ , при-

ложенных к лицевым граничным плоскостям 3x h= , 3x h= − . Вводя обо-

значения  

( ) ( )
( ) ( )

0 0

3 3
2 , ,u w Qαα

σ = ,   
( ) ( )

( ) ( )
112

, ,
3

h u Mα α αβαβ
σ = ϑ ,                   (1) 

запишем систему уравнений для приближения 1N =  в виде [5] 

0Q pα α∂ + = ,   0M Qα αβ β∂ − =  ( )1, 2β = ,                                     (2) 

где / xα α∂ = ∂ ∂ ; 33 33p + −
= σ − σ ; w  – прогиб срединной плоскости Ω ; αϑ  

( 1, 2)α =  – углы поворота нормали к Ω ; Qα  – поперечная сила; Mαβ  – 

изгибающие и крутящие моменты. 
Соотношения упругости, связывающие усилия и моменты с перемеще-

ниями, определяются равенствами 

( )11 11 1 1 12 2 2M h c c= ∂ ϑ + ∂ ϑ ,   ( )12 66 1 2 2 1M c h= ∂ ϑ + ∂ ϑ , 

( )22 12 1 1 11 2 2M h c c= ∂ ϑ + ∂ ϑ ,   ( )2
44 3Q c h w h

−

α α α= ∂ + ϑ .             (3) 

Подставляя (3) в равенства (2), получаем систему уравнений относительно 
перемещений 
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( )2 1
44 3 0c w h h p

− −
∆ + θ + = , 

( ) ( )2
66 12 66 44 3 0c c c c w h

−

α α α α∆ϑ + + ∂ θ − ∂ + ϑ = ,                 (4) 

в которой ∆  – оператор Лапласа; 11 12 66, , ...,c c c  – упругие постоянные 

материала; 1 1 2 2θ = ∂ ϑ + ∂ ϑ . 

Если положить 

( )
2 2

1 1 1 44 23 h w h w p c h ϑ = − ∂ + α ∂ ∆ + − ∂ ω
 

, 

( )
2 2

2 2 2 44 13 h w h w p c h ϑ = − ∂ + α ∂ ∆ + + ∂ ω
 

,                       (5) 

где ω  – произвольная достаточно гладкая вещественная функция, то сис-

тема уравнений (4) приведется к двум равенствам 

( )2 3
113w p h p c h∆∆ = − α ∆ ,   

2
0h

−
∆ω − λ ω = ,                      (6) 

в которых 11 44/ 3c cα = ; 44 663 /c cλ = . 

Уравнения (6) дополняются соответствующими граничными условиями, 
заданными на краю пластины. Край в общем случае будем считать криво-
линейным с нормалью n  и дугой контура s . Эти условия следующие. 

При жестко защемленном крае 

0w = ,   0nϑ = ,   0sϑ = ,                                                         (7) 

где nϑ  и sϑ  – углы поворота нормали. 

При шарнирно опертом крае 

0w = ,   0nM = ,   0nsM = .                                                     (8) 

Если край свободен от усилий, то 

0nQ = ,   0nM = ,   0nsM = .                                                  (9) 

Возможны и другие виды граничных условий [6]. 
Метод решения. Для решения задачи воспользуемся методами теории 

функций комплексного переменного. Умножим второе равенство (5) на i  и 

сложим с первым. В результате будем иметь 

( )
2 2

443 2 zh w h w p c h i+
 ϑ = − ∂ + α ∆ + + ω
 

,                        (10) 

где /z z∂ = ∂ ∂ . Отсюда следует, что  

( )
2

44 3z z h w p c h+ +θ = ∂ ϑ + ∂ ϑ = − ∆ + . 

Соотношения упругости (3) в комплексной форме записываются таким 
образом  



 16

( ) ( )
3

11 22 12 66 442 3M M c c h w p c h+ = − + ∆ + , 

( )
3 2 2

11 22 12 66 442 8 3zM M iM c h w h w p c h i − + = − ∂ + α ∆ + + ω
 

, 

( )
2

1 2 44 442 zQ Q iQ c h i h w p c h+
 = + = − ∂ ω + α ∆ +
 

.                        (11) 

Примем общее решение уравнения (6) в форме 0w w u= + , где 0w  – 

частное решение неоднородного уравнения, u  – бигармоническая функция 

в области Ω , которую представим формулой 

( ) ( ) ( ) ( )u z z z z z z= φ + φ + χ + χ ,                                                        (12) 

( )zφ  и ( )zχ  – произвольные аналитические функции. 

Согласно (12) перемещение +ϑ  примет вид 

( ) ( ) ( ) ( )
2 * 2 0

13 2 3zh z z z h z z i+ +
 ′ ′′ ′ϑ = − φ + φ + ν φ + χ + ∂ ω + ϑ
 

,         (13) 

где 
*
1 4ν = α ; 

0 2 2
0 03 2 ( )zh w h w+ϑ = − ∂ + α % . 

Полагая 
2

0 0 0u w h w= + α % , 0 0 44/w w p c h= ∆ +% , будем иметь 

2
0 0

3
n

duh

dn
ϑ = − ,   

2
0 0

3
s

duh

ds
ϑ = − . 

Поперечные усилия nQ  изгибающий nM  и крутящий nsM  моменты 

определяются формулами 

Imn

dz
Q Q

ds
+

 
= −  

 
,  

( )

2

11 22 11 22 12

1
2

2
n ns

dz
M iM M M M M iM

ds

  
+ =  + + − +  

   

.           (14) 

На основании (11) и (12) последние выражения преобразуются к виду 

( ) ( ){ }* 2 0
44 1n n

d
Q c h i h z z Q

ds
 ′ ′= ω + ν φ − φ −
 

, 

( ) ( ){ ( ) ( )

3
* * 266

1

4

3
n ns

c h
M iM z z z z h z ′ ′ ′′ ′′′+ = −ν φ + φ + φ + ν φ +

  
 

( ) ( )
2 3

2 0 0664

3
z n ns

c hdz
z i M iM

ds

 ′+χ + ∂ ω + +    

,                          (15) 

в котором  
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*
12 661 c cν = + ,   

0 3 0
44n

dw
Q c h

dn
= α , 

2
0 0 * 2

0 0

1

4
n ns z

dz
M iM w u

ds

 
+ = − ν + ∂  

 
% .                                               (16) 

При жестко защемленном крае задача сводится к определению двух 

аналитических функций ( )zφ , ( )zχ  и вещественного решения ω  уравнения 

(6) по граничным условиям 

( ) ( ) ( ) ( ) 0z z z z z z wφ + φ + χ + χ = − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 2 0 0
1 z n sz z z h z z i it i′ ′′ ′ ′φ + φ + ν φ + χ + ∂ ω = − ϑ + ϑ .             (17) 

В случае шарнирно опертого края указанные функции определяются из 
условий 

( ) ( ) ( ) ( ) 0z z z z z z wφ + φ + χ + χ = − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* *

1z z z z z z ′ ′ ′′ ′′′ ′−ν φ + φ + φ + ν φ + χ +
  

 

( )
2

2 0 0
z n ns

dz
i M M

ds

 + ∂ ω = − +   
.                                                 (18) 

Приравнивая нулю правые части равенств (15), получаем граничные 
условия при свободном крае пластины. Им можно придать иной вид, если 

ввести в рассмотрение значения главного вектора nZ  и главного момента 

n nX iY+  согласно формул 

n n

L

Z Q ds= ∫ ,   ( )n n n n ns

L L

X iY i z Q ds M iM dz+ = − + +∫ ∫ .              (19) 

Подставив в (19) значения функций (15), будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* * * * 2

11 2 1z z z z z h z z′ ′ ′′ ′− + ν φ + + ν φ − ν φ + ν φ + χ +  

1 2 1 22
4

z

i
i z f i f c ic

h

λ
+ ∂ ω − ω = + + + , 

( ) ( )
* 2
1 3i h z z f c ′ ′ω + ν φ − φ = +

 
,                                                    (20) 

где 

( )
22

* *0 0
1 2 0 2

1 1
1

4 4
L L L

dw u dz
f i f it ds w ds dz

dn dsz

∂  
+ = − + ν + ν −  

 ∂
∫ ∫ ∫

%
% , 
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3 0
3

L

dw
f h ds

dn
= α ∫

%
. 

Здесь c , 1c , 2c  – вещественные постоянные. 

Для разрешимости задачи (20) необходимо выполнение условий равен-
ства нулю главного вектора и главного момента. Эти условия равносильны 
требованиям 

( )1 2, 0p x x d

Ω

Ω =∫∫ ,   ( )1 2, 0x p x x dα

Ω

Ω =∫∫  ( )1, 2α = .             (21) 

В частности, первое равенство следует из выполнения тождества Гри-
на, т.е. 

0 3 30
44 44 0n

L L

dw
Q ds c h ds c h w d

dn
Ω

= α = α ∆ Ω =∫ ∫ ∫∫
%

%  

( )1 2, 0p x x d

Ω

= Ω =∫∫ . 

Аналогичным способом доказывается второе равенство (20). 
 

Р Е ЗЮМ Е .  На основі аналітичної теорії І.Н.Векуа для першого наближення 

1N =  викладено метод зведення крайових задач згину трансверсально ізотропних 

пластин до задач теорії функцій комплексної змінної. 
 

S U M M A R Y .  By use of Vekua’ analytical theory for the first approximation 1N =  

the method of a reduction of boundary problems of a bending of transversely isotropic 
plates to the problem of the theory of a complex variable is propounded. 
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Б. Д. ДРОБЕНКО, д-р физ.-мат. наук, Т. В. КОЗАКЕВИЧ 
 

К ВОПРОСУ О РАСЧЕТЕ ВЛИЯНИЯ ЛЕГИРУЮЩИХ ЭЛЕМЕНТОВ НА  
ФАЗОВОЕ И НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ СТАЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ  

ПРИ НАГРЕВЕ ПОДВИЖНЫМ ИСТОЧНИКОМ 
 

Технологические режимы получения, термической обработки и экс-
плуатации стальных изделий часто связаны с изменением структуры мате-
риала и возникновением временных и остаточных напряжений, что, в свою 
очередь, влияет на прочность, надежность и долговечность изделий. В 
общем случае задача количественной оценки фазового состава стальных 
тел и обусловленных ими структурных напряжений требует построения 
кинетических уравнений, которые описывают эволюцию фазового состава с 
учетом влияния на нее температуры, напряжений и времени. Для изделий 
из низколегированных сталей, подвергающихся простому монотонному 
охлаждению, можно использовать статистические модели для количест-
венного расчета фазового состава. При помощи этих моделей сложная 
термическая история в каждой точке материала заменяется простым пара-

метром – длительностью охлаждения от температуры 3 850cA С≈ °  до тем-

пературы минимальной устойчивости аустенита (500 )С° . Кроме того, если 

в известных моделях, базирующихся на уравнениях кинетики фазовых пре-
вращений, выделяется только одна неравновесная фаза – мартенсит, то в 
статистической модели [1, 2] – мартенсит и бейнит, что более полно описы-
вает структуру стальных тел. Найденный на основании статистической 
модели фазовый состав может быть использован для прогнозирования 
свойств изделия и количественной оценки возникающих при этом остаточ-
ных структурных напряжений, которые для сталей вносят значительный 
вклад в величину суммарных эксплуатационных напряжений [3, 4]. 

В данной работе ограничимся рассмотрением режимов и условий ох-
лаждения, при которых термопластические деформации отсутствуют или 
ими можно пренебречь в силу их малости. Для описания фазового состава, 
образующегося при различных условиях охлаждения низколегированных 
сталей, используют регрессионные модели, базирующиеся на статистиче-
ской обработке опытных данных, что позволяет учесть влияние различных 
технологических факторов и химического состава материала [3, 4]. 

Модель. В работах [3, 4] фазовые превращения в низколегированных 
сталях при монотонном охлаждении предложено описывать такой моделью: 

( )
( )ln *

* 100 1
ln

M

M

M
S

 τ τ 
τ = β − Φ  

   
;                                     (1) 
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( )( )
( )

( )
ln *

* 100 1 1 100
ln S

ΦΠ

ΦΠ

 τ τ 
ΦΠ τ = β − Φ + −β  

   
;                     (2) 

( ) ( ) ( )( )* 100 * *B Mτ = − τ − ΦΠ τ ,                                                   (3) 

где ( *)Μ τ  – процентное содержание мартенсита в данной точке; ( )( *)ΦΠ τ  

– процентное содержание ферито-перлита в данной точке; ( *)B τ  – про-

центное содержание бейнита в данной точке; Φ  – интегральная функция 
нормального распределения; τ  – время охлаждения в диапазоне темпера-

тур 850 500C C° − ° ; β  – относительное содержание аустенита при темпе-

ратуре, от которой начинается охлаждение. 

На параметры ln Mτ , ln MS , ln ΦΠτ , ln SΦΠ , зависящие от химическо-

го состава сталей, влияние оказывают многие факторы технологического 
характера, в связи с чем при использовании одного и того же подхода фи-
нальный фазовый состав сталей одинакового состава описывается при 
помощи различных соотношений. В работах [3, 4] исследовано около 150 
термокинетических диаграмм [5, 6], которые получены на образцах сталей 
следующего химического состава (в скобках приведен химических состав 

для второй модели): 0, 4C ≤  (0,05 0,4)C≤ ≤ , 2Mn ≤  ( 2)Mn ≤ , 0,8Si ≤  

( 0,8)Si ≤ , 2Cr ≤  ( 2)Cr ≤ , 1Mo ≤  ( 1)Mo ≤ , 1,5Ni ≤  ( 1,5)Ni ≤ , 0,3V ≤  

( 0, 2)V ≤ , 0,06Ti ≤  ( 0,03)V ≤ , 0,06Al ≤  ( 0,05)Al ≤ , 0,1Nb ≤  

( 0,03)Nb ≤ , 0,5W ≤  ( 0)W = , 0,5Cu ≤  ( 0)Cu = . С использованием ме-

тодов многомерного регрессионного анализа с последовательным исклю-
чением регрессоров были получены следующие интерполяционные моде-

ли, а также оценки множественных коэффициентов корреляции R  и сред-

неквадратичных отклонений 0d  (модель 1, [3]): 

ln 2,1 15,5 0,96 0,84 0,77 0,74M C Mn Si Cr Moτ = − + + + + + +  

2
0,70 0,30 4,0 0,50 0,80 13,5Ni V Al W Cu C+ + + + + − , 

0,95R = ,   0 0,70d = , 

ln 0,56 0,41 0,10 0,14 0,30MS C Mn Cr Mo= − + + − +  

2,70 1,10 0,50 1,7Ti Nb Cu C Mo+ − + + ⋅ , 

0,70R = ,   0 0,32d = , 

ln 0,34 5,2 1,8 0,53 0,33C Mn Si CrΦΠτ = + + + + +  

2
2,9 1,3 1,5 1,0 5,1Mo Ni W Cu C+ + + + − , 

0,83R = ,   0 0,96d = , 



 21 

ln 0,91 0,90 0,09 0,08S C Mn CrΦΠ = − + + +  

0,34 0,15 0,85 2, 2 0,43Mo Ni V Ti W+ + + + + , 

0,61R = ,   0 0,43d = .                                                                      (4) 

Согласно работе [4] (модель 2): 

ln 1,49 13,6 1,0 0,33 0, 48M C Mn Si Crτ = − + + + + +  

2
0,94 0,87 14, 2Mo Ni C+ + − ,   0,90R = , 

ln 0,65 0,52 0,23 0,16 0,18MS C Mn Cr Mo= − + + + ,   0,50R = , 

ln 0,85 7, 43 1,84 0,55C Mn CrΦΠτ = + + + +  

2
3,2 0,95 9, 2Mo Ni C+ + − ,   0,75R = , 

ln 1,42 1,6 0,23 0,42S C Mn SiΦΠ = − + + +  

0,32 0,22Mo Ni+ + ,   0,46R = .                                                   (5) 

Методика расчета фазового и напряженного состояний. В работах 
[7, 8] предложена методика трехэтапного определения остаточных струк-
турных напряжений, базирующаяся на вышеупомянутой статистической 
теории формирования фазового состава стали. Сущность ее проиллюстри-
руем на примере определения фазового состава и структурных напряжений 
в тонкой пластине при действии на нее подвижного нормально распреде-
ленного источника нагрева. 

Рассмотрим тонкостенную пластину из низколегированной стали, кото-
рая в исходном перед нагревом состоянии материал пластины имеет фер-
рито-перлитную равновесную структуру. Температура пластины постоянная 
и равна температуре внешней среды. Ограничиваемся малой толщиной 

пластины (10 )мм , когда можно пренебречь неоднородностью распределе-

ния температуры по ее толщине. 
На первом этапе ставится и решается задача теплопроводности. При 

сформулированных предположениях распределение температуры в пла-
стине описывается двумерным уравнением теплопроводности: 

( )* c
j j

T T
c T t Q

x x

  ∂ ∂ ∂
ρ = λ − α − +    ∂ τ ∂ ∂   

 ( )1, 2j =                        (6) 

при таких граничных и начальных условиях: 

1/ 0T x∂ ∂ =  при 1x → ±∞ , 2/ 0T x∂ ∂ =  при 2x → ±∞ ;               (7) 

( )1 2 0, ,T x x tτ =  при 0τ = ,                                                                (8) 

где 

/ 2

3

/ 2

1
h

h

T t dx
h

−

= ∫  – усредненная по толщине h  пластины температура; τ  
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– время; 1x , 2x  – координаты точек срединной поверхности пластины; λ  – 

коэффициент теплопроводности; c  – удельная теплоемкость; ρ  – плот-

ность материала; ct  – температура внешней среды; 0t  – начальная темпе-

ратура пластины; * / hα = α ; α  – коэффициент теплообмена; Q  – приве-

денная (отнесенная к единице толщины) мощность источника. Влияние 
фазовых превращений в стали на процессы распространения тепла в мо-
дели учитываются путем включения тепловых эффектов превращений в 
теплоемкость в соответствующих для них температурных диапазонах. 

В данной работе рассматривается подвижный нормально распреде-
ленный источник тепла вида 

( )
2

2 **
2 11 1exp

2 2

x x xQ
Q

h

 
 − −

=  
π σ  σ 

 

,                                                          (9) 

в котором *
1x v= τ ; σ  – параметр рассеивания; v  – скорость движения 

источника нагрева; *
1Q  – приведенная мощность источника. Здесь ограни-

чимся схемой гауссового кругового распределения потоков энергии под 
источником. 

Используя решение задачи (6)–(9), находим приведенную длительность 

*τ  охлаждения от температуры 850 С°  до температуры 500 С° , либо от 

максимальной температуры maxT , 1 max 850cA T< < °  до 500 С° . С этой 

целью решим дополнительные уравнения: 

( )1, 850T x Cτ = ° ,   ( )2, 500T x Cτ = ° ,   2 1*τ = τ − τ ;                       (10) 

( )1, нT x T′τ = ,   ( )2, 500T x Cτ = ° ,   2 1** ′τ = τ − τ ,                            (11) 

где 1τ , 2τ , 1′τ  – моменты времени  температуры 850 С° , 500 С°  или мак-

симальной температуры нT , с которой началось охлаждение, если 

1 850c нA T С< < °  соответственно.  

Для охлаждения от температуры HT  в формулах (1)–(3) будем считать 

[8], что 

1

*, 850 ,
*

, 850 ,

H

с H

Т C

A T C

τ > °
τ = 

′τ < < °

если

если
                                                    (12) 

где 
1

350
**

Н с

C

T А

°
′τ = τ

−
. 
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На втором этапе найденные для каждой точки тела длительность ох-

лаждения *τ  используем формулы (1)–(3) для расчета процентного содер-

жания мартенсита М, бейнита В и феррито-перлита ФП. 

Уравнения (1)–(3) при 0β =  известны в литературе [3, 4] для условий 

однородного охлаждения от температур, больших 3cT A= . В предложен-

ной модели принято, что они имеют место и при определении фазового 
состава тела, у которого каждая точка имеет свой индивидуальный закон 
изменения температуры во времени. Это возможно при условии, что фазо-
вый состав в физически малом элементе тела (в «точке») не зависит от 
параметров термомеханического состояния соседних физически малых 
элементов тела (сформулированное условие – аналог известного постула-
та о локальном термодинамическом равновесии, обобщенного на случай 
фазовых превращений). 

На третьем этапе по найденным распределениям фаз определим оста-
точные напряжения. С этой целью используем обобщенный закон Гука [7]: 

( )
( )

1
1

1 1 2 3

a
ij ij ij

eE
e e
  

σ = + ν − + ν δ  
+ ν − ν    

,                              (13) 

где ijσ , ije  – компоненты тензоров напряжений и деформаций; 

11 22 33e e e e= + + ; ν  – коэффициент Пуассона; E  – модуль упругости. При 

этом линейная деформация (13), обусловленная отличием фазового соста-
ва от равновесного, согласно с [8] определяется формулой 

a M M B Be = β ξ + β ξ ,                                                                           (14) 

в которой 0,01M Mξ = , 0,01B Bξ =  – относительное содержание мартен-

сита и бейнита в заданной точке стального тела; 0,21Mβ = ; 0,11Bβ =  – 

коэффициенты, учитывающие отличие удельных объемов мартенсита, и 
бейнита от удельного объема феррито-перлита. Как меру напряженного 

состояния в точках тела используем интенсивность напряжений интσ : 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 1 2

22 2 2
0 0 01,5инт x x x x x x x x

 
σ = σ − σ + σ − σ + σ − σ + σ  

,  (15) 

которая инвариантна относительно выбранной при решении задачи гео-

метрической системы отсчета, здесь 
1 1 2 2 3 30 1/ 3( )x x x x x xσ = σ + σ + σ  

При решении задачи определения остаточных напряжений в пластине к 
системе (10)–(11) присоединим уравнения равновесия и совместности де-
формаций. По формальным признакам эта система подобна известной 
системе уравнений термоупругости [9]. Качественное отличие данной сис-
темы от системы в [9] состоит в том, что в законе Гука учитывается измене-
ние объема от фазовых превращений, в то время как в термоупругости – от 
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термической дилатации. В термоупругости термическую дилатацию нахо-
дят, используя решение задачи теплопроводности (6)–(8); в описываемом 
случае функцию распределения объема от фазовых превращений – при 
помощи решения уравнения теплопроводности и соотношений (1)–(3). В 
предложенной модели не ставится граничные условия на фазовый состав, 
так как он определяется законом изменения температуры в подобластях 
тела. Найденные напряжения являются остаточными в том смысле, что они 
существуют в теле без внешнего термомеханических нагрузок и не меняют-
ся в течении всего времени эксплуатации стального изделия. Во многих 
случаях длительность существования неравновесного состава сравнима 
или равна времени эксплуатации стального изделия. 

При проведении расчетов на первом и третьем этапе вычислений ис-
пользовался метод конечных элементов. 

Решения частных задач. Рассмотрим пластину из низколегированной 

стали, состав которой находится в пределах: 0,15%C = , 0,3%Si = , 

0,0 1,0%Mn = ÷ , 0,0 1,0%Cr = ÷ . Рассчитаем 

фазовый состав и напряженное состояние по 
двум моделям: применяя формулы (4) – мо-
дель 1 и формулы (5) – модель 2.  

На рис. 1 изображены изотермы вокруг 
подвижного источника нагрева при 

*
1 800 /Q КВт м=  и 0,002 /v м с=  (стрелка 

указывает направление движения источника, 

 – положение источника, кривая 1 – 500 С° ; 

кривая 2 – 723 С° ; кривая 3 – 850 С° ). 

На рис. 2 при использовании модели 1 
представлены результаты исследования 

влияния Cr  на фазовый состав и напряжения в пластине. На рис. 3 приве-

дены те же распределения, полученные при помощи модели 2. Состав 

стали изменяется: 0,15%C = , 0,3%Si = , 1,0%Mn = , 1,0%Cr =  (а, б), 

0,9Cr =  (в, г) (4 – мартенсит, %; 5 – феррито-перлит, %; 6 – бейнит, %, 7 – 

интσ , 8 – 
2 2x xσ ). 

На рис. 4 и 5 изображены результаты определения фазового состава и 

напряжений для сталей с различным содержанием Mn . Графики на рис. 4 

получены с использованием модели 1, на рис. 5 – модели 2. Химический 

состав стали: 0,15%C = , 0,3%Si = , 1,0%Cr = , 0,1%Mn =  (а, б), 

1,0%Mn =  (в, г). 

Данные рис. 6 и 7 иллюстрируют влияние относительного содержания 

легирующих элементов Cr  и Mn  на максимальное относительное содер-

жание мартенсита в зоне термического влияния и максимальную интенсив-
ность напряжений. Результаты на рис. 6, а и рис. 7, а получены с использо-
ванием модели 1, а на рис. 6, б и рис. 7, б – модели 2 соответственно. 
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3
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Рис. 1 
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Таким образом, количественные значения показателей фазового соста-
ва и напряжений в пластине существенно зависят от используемой стати-
стической модели. В этой связи при расчете фазового состава и напряжен-
ного состояния стального изделия необходимо использовать статистиче-
ские модели адаптированные под материал, для которого производится 
расчет. 
 

Р Е ЗЮМ Е .  Запропонована модель для кількісного розрахунку фазового скла-
ду і напруженого стану сталевої пластини при нагріві рухомим нормально розподіле-
ним джерелом. У роботі досліджується вплив хімічний елементів Mn і Cr на величину і 
розподіл залишкових структурних напружень. Проведено порівняльний аналіз ре-
зультатів розрахунку при використанні різних статистичних моделей для визначення 
фазового складу. 
 

S U M M A R Y .  The model for the numerical calculation of the phase content and 
stress state of a plate subjected heating by moving normally distributed source is pro-
posed. The action of Mn and Cr on the value and distribution of structural residual stress is 
investigated. Comparative analyses of the result archived by using different statistical 
models for determination of the phase content been done. 
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О ВЛИЯНИИ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ НА КОНТАКТНОЕ  
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ НАГРЕТОГО ПЛОСКОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО  
ШТАМПА С ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИМ ПОЛУПРОСТРАНСТВОМ 

 
Использование пьезокерамических материалов при изготовлении эле-

ментов измерительных приборов, преобразователей энергии и др. стиму-
лирует интерес к изучению распределения силовых, электрических и тем-
пературных полей в электроупругих телах с учетом связанности физических 
полей [1–6]. В работах [1, 3, 4] рассматривались контактные задачи термо-
электроупругости, задачи о давлении нагретого плоского жесткого штампа 
на упругое изотропное полупространство решены в работах [7, 8]. В работе 
[9] приведены результаты исследований по контактным задачам для тел с 
начальными напряжениями, а в [10] даны представления решений связан-
ной системы уравнений электроупругости. В данной статье решена задача 
о вдавливании нагретого плоского эллиптического штампа в электроупру-
гое полупространство. Найдена взаимосвязь между значениями силы 
вдавливания, температуры нагрева и свойствами пьезокерамического ма-
териала, которая позволяет прогнозировать появление отслоения мате-
риала под штампом. Изучено влияние связанности силового и электриче-
ского полей, а также величины нагрева штампа на характеристики его кон-
тактного взаимодействия с полупространством. 

Постановка задачи. Рассмотрим занимающее область 0z ≤  пьезоке-

рамическое полупространство, в которое без трения вдавливается нагре-

тый плоский штамп эллиптического сечения. Будем считать, что ось Oz  

совпадает с осью поляризации тела.  
Граничные условия на поверхности полупространства принимают вид 

0xz yzσ = σ =  при 0z = ,   0zzσ =  при ( ),x y ∉ Ω ; 

( ) ( )2 2 2 2
, , 0 1

q

qT x y T x a y b= − − , ( ),x y ∈ Ω ; 

( ), , 0 0T x y = , ( ),x y ∉ Ω ;   ( ), , 0zu x y = δ , ( ),x y ∈ Ω ,          (1) 

где 
2 2 2 2

: / / 1x a y bΩ + ≤ ; ( , , 0) 0T x y >  – температура нагрева штампа; 

δ  – неизвестное значение перемещения. Сила вдавливания штампа свя-

зана с контактным давлением соотношением 

( ),zzP x y dx dy

Ω

= −σ∫∫ . 
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При отсутствии электродного покрытия на поверхности полупространства 

( ), 0zD x y =  при 0z = ,                                                                    (2) 

где zD  – нормальная компонента вектора электрических перемещений. 

Метод решения. Уравнения термоэлектроупругости для рассматри-
ваемой среды имеют вид 

( ) ( )11 , 11 12 , 44 , 11 12 ,

1 1

2 2

E E E E E E
x xx x yy x zz y xyc u c c u c u c c u+ − + + + +  

( ) ( )13 44 , 31 15 , 11 ,
E E

z xz xz xc c u e e T+ + + + Ψ = β , 

( ) ( )11 , 11 12 , 44 , 11 12 ,

1 1

2 2

E E E E E E
y yy y xx y zz x xyc u c c u c u c c u+ − + + + +  

( ) ( )13 44 , 31 15 , 11 ,
E E

z yz yz yc c u e e T+ + + + Ψ = β , 

( ) ( ) ( )13 44 , , 44 , , 33 ,
E E E E

x xz y yz z xx z yy z zzc c u u c u u c u+ + + + + +  

( )15 , , 33 , 33 ,xx yy zz ze e T+ Ψ + Ψ + Ψ = β , 

( ) ( ) ( )31 15 , , 15 , , 33 ,x xz y yz z xx z yy z zze e u u e u u e u+ + + + + −  

( )11 , , 33 , 3 ,
S S

xx yy zz zp T−ε Ψ + Ψ − ε Ψ = − , 

( )11 , , 33 , 0xx yy zzT T Tλ + + λ = .                                                            (3) 

Здесь 11
Ec , 12

Ec , 13
Ec , 33

Ec , 44
Ec  – модули упругости; 31e , 15e , 33e  – пьезомо-

дули; 11
S

ε , 33
S

ε  – диэлектрические проницаемости; 11λ , 33λ  – коэффициен-

ты теплопроводности; 11β , 33β  – коэффициенты температурных напряже-

ний; 3p  – пироэлектрическая постоянная. 

Решение системы уравнений (3) можно представить через пять потен-

циальных функций iΦ  ( 1, 5)i =  [6]: 

4

, 5,

1

x j x y

j

u

=

= Φ + Φ∑ ,   

4

, 5,

1

y j y x

j

u

=

= Φ − Φ∑ , 

4

,

1

z j j z

j

u k

=

= Φ∑ ,   

4

,

1

j j z

j

l

=

Ψ = Φ∑ ,                                                     (4) 

где jk , jl  – постоянные, подлежащие определению. При этом после под-

становки выражений перемещений и потенциала (4) в уравнения (3) можно 
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убедиться, что функции jΦ  удовлетворяют уравнениям 

, , , 0j xx j yy j j zzΦ + Φ + ν Φ =  ( )1, 2, 3, 5j = ,                                     (5) 

в которых 5 44 11 122 /
E E Ec c cν = − ; iν ( 1, 3)i =  – корни алгебраического уравне-

ния третьего порядка  

( ) ( )
3 2

1 2 1 2 1 3 2 2 1 3 2 2A B C D A B A B C D C Dν − + ν + − − +  

( )2 3 3 2 2 3 3 2 3 3 3 3 0A B A B C D C D A B C D+ν + − − + − = .                  (6) 

Постоянные jk , jl  ( 1, 3)j =  в формулах (4) связаны со значениями 

jν  соотношениями 

13 31 33 33 33 33

3111 13

E E S
j j j j j j j

jE E
jj

a c k e l c k e l e k l

e dc c a

+ + + − ε
= = = ν

++

 ( )1, 3j = ,        (7) 

где 

( )44 151
E

j j ja c k e l= + + ,   ( )15 111
S

j j jd e k l= + − ε  ( )1, 4j = .               (8)  

Далее имеем 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

11 44 15 33 44 13 31 15

13 44 15 33 44 33 31 15

E E E E
j j j

j
E E E E

j j

c c e e c c e e

k

c c e e c c e e

 ν − ν − + ν + +  
=

 + ν − − ν − +  

, 

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

2

11 44 44 33 44 13

44 33 31 15 13 44 15 33

E E E E E E
j j j

j
E E E E

j j

c c c c c c

l

c c e e c c e e

 
ν − ν − + ν + 

 
=
 ν − + − + ν −  

 ( )1, 3j = .     (9) 

4, 2zz

m
T

k
Φ = ,   

2
4, 4, 4, 0xx yy zzkΦ + Φ + Φ = ,   

2
, , , 0xx yy zzT T k T+ + = , 

где 
2

33 11/k = λ λ  (отношение коэффициентов теплопроводности), а m  – 

неизвестная постоянная. Для определения неизвестных постоянных 4k , 4l  

получаем систему двух линейных уравнений [6] 

( )( ) ( )(
2

33 13 44 11 33 11 44 4 33 15 31 11 33
E E E E

c c c c k k e e eβ + − β + β + β + − β +  

) ( ) ( )( )2 2 2
11 15 4 33 44 11 11 44 13 0

E E E E
e k l c c k c c k+β + β − + β + = ,  

( )( ) ( )(2
3 13 44 11 33 11 15 4 3 15 31 11 33

E E S
p c c e e k k p e e− + − β + β + − + + β ε −  
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) ( ) ( )( )2 2 2
11 11 4 3 44 11 11 15 31 0

S E E
k l p c c k e e k−β ε + − − + β + = .       (10) 

Далее находим 

( ) ( )

2
11

2
44 13 44 4 15 31 4 11
E E E E

k
m

c c c k e e l c k

β
=

+ + + + −

. 

Если ввести обозначения 
1/ 2

j jz z
−

= ν  ( 1, 5)j = , то ( , , )j jx y zΦ  будут гар-

моническими функциями в соответствующих системах координат. 

Построение решения задачи. Выбирая функций ( , , )j jx y zΦ  специ-

альным образом [3], рассматриваемую контактную задачу термоэлектроуп-
ругости можно привести к поиску неизвестной плотности потенциала про-

стого слоя. При этом получаем 

( )
( )

( ) ( )
1

2 2

,1
, , 0

2

Piezo
z

p d d
u x y B

x yΩ

ξ η ξ η
=

π
− ξ + − η

∫∫ .                              (11) 

Напряжения под штампом имеют вид 

( ) ( )
0

1 2 2 2 2
, 1

z

q
Piezo

zz S qp x y T x a y b
=

σ = − − γ − −  ( ),x y ∈ Ω .   (12) 

Постоянные 1
PiezoB  и 

1Piezo
Sγ  зависят от термоэлектроупругих свойств ма-

териала [3]. 
Для нагретого плоского жесткого эллиптического штампа значения на-

пряжений и перемещений под штампом находим в виде  

( ) ( )
1/ 2

2 2 2 23, 1
2

zz

P Q
x y x a y b

ab

−−
−σ = − − +

π
 

( )1 2 2 2 2
1

q
Piezo
S qT x a y b+γ − − , 

( )
3

1
2

PiezoP Q
B K e

a

−
δ =

π
,  

( )1 2 2 2 2
3 1

q
Piezo
S qQ T x a y b dxdy

Ω

= γ − −∫∫ , 3P Q≥ .                   (13) 

Как следует из (13), если 3P Q≥ , то штамп прижат к материалу по всей об-

ласти контакта и не возникает областей отделения материала. После ин-
тегрирования получаем неравенство 

11

1

Piezo
q SP T ab

q
≥ γ π

+
.                                                                   (14) 
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В случае же выполнения противоположного неравенства 

11

1

Piezo
q SP T ab

q
< γ π

+
 

за счет первого слагаемого в (13) при приближении к краю штампа возни-
кают растягивающие напряжения и зона отслоения материала. 

В работах [7, 8] для задачи о контакте нагретого плоского кругового 
штампа с упругим изотропным полупространством предложено искать но-
вую зону контакта, которая меньше размеров самого штампа, из решения 

задачи для неплоского штампа, устремляя R → ∞ . На основе такого под-

хода и результатов работы [3], рассматривая для этого задачу о парабо-
лоидальном штампе эллиптического сечения, вдавливаемого в пьезокера-
мическое полупространство без трения, получаем геометрические пара-
метры новой области контакта. Она меньше размеров основания штампа, 

однако остается эллиптической. При этом * */ /b a b a= , т.е. отношение по-

луосей области контакта с отслоением равно отношению полуосей эллипса 
основания штампа. В результате исследований получаем 

( )
*

1 2

1

1
Piezo
S q

P q
a

T e

+
=

γ π −

,   
2

* * 1b a e= − .                              (15) 

Контактные напряжения под нагретым штампом в случае отслоения мате-
риала вблизи края штампа принимает вид 

( ) ( )1 2 2 2 2
* *, 1

q
Piezo

zz S qx y T x a y b−σ = γ − − ,                            (16) 

что отличается от выражения напряжений в формулах (13) отсутствием 
сингулярного слагаемого. Следовательно, увеличение нагрева штампа при 

превышении некоторого порогового значения, что зависит от силы P  и 
термоэлектроупругих свойств пьезокерамического материала, приводит к 
отслоению материала под штампом. Размеры области контакта (с отслое-
нием), отвечающие формулам (15), можно получить более простым спосо-
бом, заменяя неравенство (14) равенством. 

Анализ результатов численных исследований. Рассмотрим случай 
распределения температурного поля под штампом в виде 

2 2 2 2 1/ 4
0 (1 / / )T x a y b− − , т.е. при 1/ 4q =  и 0 0T > . Положим 

1 *
0 / [( ) ]

Piezo
ST P ab= π γ α . Рассмотрим случаи нагрева штампа, когда 

*
α  

равно 1000; 4; 2; 1. Поскольку величина 0T  обратно пропорциональна зна-

чению 
*

α , в последнем случае получаем наибольший нагрев штампа. Для 

этих значений параметра 
*

α  отслоение материала под штампом не проис-

ходит, и выражение напряжений под штампом принимает вид 



 34 

( )
( )

* 1/ 2
* 2 2 2 21 4

1
2 5

zz x a x b
P ab

−σ α  
− = α − − − + 

π    
 

( )
1/ 4

2 2 2 2
1 x a x b+ − − . 

На рисунке показано изменение напряжений под нагретым эллиптиче-

ским штампом. Линии 1–4 на рисунке отвечают значениям 
*

α , равным 

1000; 4; 2; 1 соответственно. Видно, что при увеличении значения темпера-
турного нагрева плоского штампа на-
пряжения увеличиваются в центре 
штампа и уменьшаются при прибли-
жении к его границе. 

Из полученных результатов, по-
лагая пьезомодули и диэлектриче-
ские проницаемости пьезокерамиче-
ского материала равными нулю, по-
лучим подобные соотношения для 
чисто упругого трансверсально-
изотропного материала. При этом 

величина 
1Piezo

Sγ  переходит в соот-

ветствующее выражение 
Trans

γ . 

Осуществляя дальнейший переход к изотропному материалу, находим, что 

(1 )

(1 )

Trans v

v

+
γ → αµ

−
, где v  – коэффициент Пуассона; µ  – модуль сдвига; α  

– коэффициент линейного температурного расширения материала. Для ма-
териала PZT-5H [6] в результате вычислений получаем, что отношение 

1
/ 1,063

Piezo Trans
Sγ γ = . Это означает, что связанность силового и электри-

ческого полей увеличивает влияние температурного поля на распределе-
ние напряжений под штампом для этого материала примерно на 6%. 

 
Р Е З Ю М Е . Розглянуто задачу про тиск нагрітого плоского еліптичного штампу 

(без тертя) на п'єзокерамічний півпростір. Досліджено можливість виникнення відша-
рування матеріалу під нагрітим штампом. У вигляді простих нерівностей, до яких 
входять величина сили, що діє на штамп, розподіл температурного поля та термо-
електропружні властивості матеріалу, отримано умови контакту нагрітого штампу з 
півпростором без відшарування матеріалу та при його появі. У замкненому вигляді 
знайдено розв’язок задачі та отримано контактні характеристики взаємодії штампу з 
п'єзокерамічним півпростором. Виявлено вплив зв’язанності силового і електричного 
поля, а також температури нагріву штампу на параметри контакту. Як частинний ви-
падок із знайдених виразів випливають результати контактної взаємодії нагрітого 
штампу з чисто пружним трансверсально-ізотропним півпростором. Проведено чис-
лові дослідження контактного тиску під нагрітим штампом.  
 

0 0,5 x a

1

( )

zz

P ab

−σ

π

1

2

3

4



 35 

S U M M A R Y . The problem on pressure of a heated plane elliptical punch (without 
friction) on piezoelectric half-space was considered. It was researched the possibility of 
material separation under the heated punch. As simple inequalities, which contain the val-
ues of stumping force, temperature distribution and thermoelectroelasticity properties of 
material, it was obtained the conditions of contact of the heated punch without separation 
of materials and with separation. In closed form the solution of the problem was found and 
it was obtained the contact parameters of interaction punch with the piezoelectric half-
space. The influence of connectedness of force and electrical fields, and also temperature 
distribution of the punch on contact parameters was shown. The results of contact interac-
tion of the heated punch with purely elastic transversally-isotropic half-space follow from 
obtained expressions as a special case. The numerical researches of contact pressure 
under the heated punch were carried out. 
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КОНТАКТ УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА  
И ЖЕСТКОГО ОСНОВАНИЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 

СОСРЕДОТОЧЕННОГО ИСТОЧНИКА ОХЛАЖДЕНИЯ 
 

В работе [1] решена задача о локальном расслоении двух трансвер-
сально-изотропных полупространств под действием сосредоточенных сил. 
Образование межповерхностных зазоров между упругим слоем и жестким 
или упругим основанием изучалось в [2–4]. Локальное нарушение контакта 
тел под действием термических факторов рассматривалось в [5–7]. В на-
стоящей работе изучается контакт упругого полупространства и жесткого 
основания под действием сосредоточенного источника охлаждения, кото-
рый вызывает локальное расслоение тел. 

Постановка задачи. Рассмотрим одно-
сторонний бесфрикционный контакт упруго-
го изотропного полупространства и жесткого 
термоизолированного основания под дейст-
вием равномерно распределенного на бес-

конечности давления p . На расстоянии d  

от границы в упругом теле (рис. 1) помещен 
сосредоточенный источник охлаждения ин-

тенсивности ( )−ω . Вследствие деформаций 

полупространства, вызванных тепловым 
фактором, может произойти локальное рас-
слоение контактирующих тел с образовани-
ем кругового зазора. Радиус зазора a  зара-

нее неизвестен. 
Граничные условия соответствующей осесимметричной задачи термо-

упругости запишутся в виде 

0
T

k
z

∂
− =

∂
,   ( ), 0 0rz rσ = ,   ( ),0 0zz rσ =                                        (1) 

на зазоре ( 0z = , 0 r a< < ); 

0
T

k
z

∂
− =

∂
,   ( ), 0 0rz rσ = ,   ( ),0 0zu r =                                         (2) 

на участках контакта ( 0z = , a r< < ∞ ); 

0T = ,   0rzσ = ,   zz pσ = −                                                           (3) 

z p

∗ −ω

r

d

a

Рис. 1 
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на бесконечности. Здесь T  – температура; zu  – компонента вектора пере-

мещений; rzσ , zzσ  – компоненты тензора напряжений; k  – коэффициент 

теплопроводности. Кроме того, должно выполняться условие плавного 
смыкания берегов зазора [7]  

( ), 0 0zu a′ = ,                                                                                        (4) 

которое служит для определения радиуса зазора a . 

Метод решения. Распределение температуры в полупространстве с 
термоизолированной границей, в котором действует сосредоточенный теп-
ловой источник, получено в [8]:  

( )

( ) ( )
2 22 2

1 1
,

4
T r z

k
r z d r z d

 
ω  

= − + π  + − + + 

.                         (5) 

Для определения напряженно-деформированного состояния используем 
метод суперпозиции.  

Представим решение задачи в виде суммы  

( ) ( )0 1
u u u= + ,   

( ) ( )0 1
σ = σ + σ ,                                                          (6) 

где индексом «(0)» обозначены величины для решения задачи о полном 
контакте тел без учета образования зазора; индекс «(1)» – величины, соот-
ветствующие возмущенному напряженно-деформированному состоянию за 
счет локального расслоения. 

Решение задачи о полном контакте может быть получено на основании 
результатов [8]. В частности, для нормальных перемещений и напряжений 

на поверхности 0z =  имеем 

( )
( )

0
, 0 0zu r = , 

( )
( )

( )

( )

2
0

32 2 2 2

1 1
, 0

2 1

t
zz

d
r p

k r d r d

 
ωα + ν µ  σ = − + +

 π − ν
+ + 

.                 (7) 

Для определения полей локальных возмущений 
(1)

u , 
(1)

σ , вызванных 

образованием зазора, используем интегральное представление компонент 
вектора перемещений и тензора напряжений для полупространства, грани-
ца которого свободна от касательных напряжений [9]. В частности, компо-

ненты 
(1)
zu , 

(1)
zzσ  имеют вид 

( )
( )

( )
( ) ( )

1
0

0

1
, 1

2 1

z
zu r z z B e J r d

∞

−ξ
 

= − ξ + ξ ξ ξ ξ  − ν   
∫ , 
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2
0

0

, 1
1

z
zz r z z B e J r d

∞

−ξµ  σ = − ξ + ξ ξ ξ ξ
 − ν ∫ .                       (8) 

Произвол функции ( )B ξ  служит для удовлетворения оставшихся гра-

ничных условий, а именно, третьего из условий (1) и третьего из условий 
(2). В результате получаем парные интегральные уравнения вида 

( ) ( )
( ) ( )2

0

0

1 1

2

tp
В J r d

k

∞
− ν ωα + ν

ξ ξ ξ ξ = − ×
µ π∫  

2

32 2 2 2

1 d

r d r d

 
 × +
 

+ + 

, 0 r a≤ < ;                                         (9) 

( ) ( )0

0

0В J r d

∞

ξ ξ ξ ξ =∫ , a r< < ∞ .                                                   (10) 

Здесь ν  – коэффициент Пуассона; µ  – модуль сдвига; tα  – коэффициент 

линейного теплового расширения. 
Для решения уравнения (9)–(10) используем подстановку [10] 

( ) ( ) ( )

0

1
sin

a

B t t dtξ = ϕ ξ
ξ ∫ .                                                                (11) 

Подстановка (11) тождественно удовлетворяет уравнению (10), а ра-
венство (9) сводит к уравнению Абеля  

( )
( )

2 2
0

1
r

t t
dt f r

r r r t

ϕ∂
=

∂
−

∫ ,                                                                (12) 

где ( )f r  – правая часть уравнения (9). 

Используя формулу обращения [11] уравнения (12)  

( )
( )

2 2
0

2
r

f
r d

r

ρ ρ
ϕ = ρ

π
− ρ

∫                                                                     (13) 

и вычисляя соответствующие интегралы, находим 

( )
( ) ( )

( )

2

2 2 2

2 1 1
arctg

tp r rd
r r

dk d r d

 
− ν ωα + ν  

ϕ = − + + πµ π + 
 

.            (14) 
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После определения функции ( )rϕ  решение задачи может быть полу-

чено на основании соотношений (6), (7), (8), (11). Так, для компонент zu  и 

zzσ  на поверхности 0z =  находим 

( )
( ) ( )2 2

2 2 2

arctg
2 1 1

, 0

a
t

z

r

t
p du r a r dt

k t r

− ν ωα + ν
= − − + +

πµ π −
∫  

( ) 2 2

2 2 2 2 2

1
arctg

t d a r

k r d r d

ωα + ν −
+

π + +

, 

0 r a< < ,   ( ), 0 0zu r = ,   a r≤ < ∞ ;                                               (15) 

( ), 0 0zz rσ = ,   0 r a< < , 

( )
( )

( )

2

32 2 2 2

1 1
, 0

2 1

t
zz

d
r p

k r d r d

 
µωα + ν  σ = − + + −

 π − ν  + + 

 

( )

( )
2 2 22 2

11 2
arctg

1

tpa a ad

dk a dr a

 µωα + ν  
 − − + − 

π π − ν + −  

 

( )

( ) ( )

2 2

2 22 2

2 2 2 22 2

arctg
12

arcsin
1

t

a d r

p a ad r ad r a

r k r d ar d


+

µωα + ν −−
− + + +

π π − ν  ++



 

( )( )

2 2
2

3 2 22 2

3 2 2 2 2 2
2 2

arctg
a d r

d
ad r ad r a

r d a r dr d


+ 

−−
+ − 

+ +
+ 



, a r≤ < ∞ .      (16) 

Для определения неизвестного радиуса зазора a  из условия (4) полу-

чим трансцендентное уравнение: 

( )

( ) 2 2

1 1
arctg 0

2 1

t a d
p

k a d a d

µωα + ν  
− + + = 

π − ν + 
.                             (17) 

Заметим, что уравнение (17) не имеет решения в области физически 
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допустимых неотрицательных значений радиуса зазора [0, )a ∈ + ∞ , если 

интенсивность источника охлаждения 
(1 )

(1 )

π − ν
ω <

µα + νt

p k d
. Это означает, что 

для такого соотношения параметров расслоение между телами не имеет 
места. 

Анализ числовых результатов. На основании построенного решения 

проанализированы контактные нормальные напряжения ( , 0)zz rσ  и высота 

зазора ( , 0)zu r  при 0 r a< < . Трансцендентное уравнение (17) решалось 

численно, предварительно локализировался корень, затем он уточнялся 
методом секущих. Ниже приведены графики для безразмерных величин: 

a
a

d
= ,   

r
r

d
= ,   

( )1

2

ta

kd

ω + ν
ω =

π
, 

( )1p
p

− ν
=

µ
,   z

z

u
u

d
= ,   

( )1zz
zz

σ − ν
σ =

µ
. 

На рис. 2 изображены графики распределения контактных напряжений 

zzσ . Как видно, они на участке зазора равны нулю, а на участке непосред-

ственного касания тел – сжимающие. При удалении от зоны расслоения 

напряжения zzσ  асимптотически стремятся к значению нормальных на-

пряжений, действующих на бесконечности. На рис. 3 показана форма зазо-

ра. Видим, что радиус и высота зазора синхронно увеличиваются с ростом 
интенсивности источника охлаждения. 

 
Р Е З Ю М Е .  Вивчається явище відшарування пружного півпростору від жорст-

кої термоізольованої основи під дією точкового підповерхневого джерела охолоджен-
ня. Методом парних інтегральних рівнянь отримано аналітичний розв’язок сформу-
льованої осесиметричної задачі термопружності. Проаналізовано форму і розміри 
зазору, розподіл контактних напружень. 

0 2,5 r
2−

1−

3
10

zz
σ ⋅

3
10

−
ω =

3
0,75 10p

−
= ⋅

3
0,96 10

−
⋅

3
1,45 10

−
⋅

3
2 10

−
⋅

Рис. 2 

0

3

3
10

z
u ⋅

2,5 r

3
10p

−
=3

3,19 10
−

ω = ⋅

3
1,04 10

−
⋅

3
0,69 10

−
⋅

Рис. 3 
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S U M M A R Y .  The local separation of the elastic semi-infinite solid from thermally 
insulated rigid substrate due to concentrated heat sink is studied. The corresponding axi-
ally symmetric problem of thermoelasticity is solved by dual integral equations method. 
The contact parameters of the problem, i.e. the shape and size of separation and the con-
tact stress distribution, have been analyzed. 
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С. А. КАЛОЕРОВ, д-р физ.-мат. наук, А. В. ПЕТРЕНКО 
 

РЕШЕНИЕ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОСТИ ДЛЯ ПЛАСТИНКИ 

С ТРЕЩИНАМИ МЕТОДОМ ЛИНЕЙНОГО СОПРЯЖЕНИЯ 
 

В последние десятилетия в связи с бурным развитием техники, элек-
троники и приборостроения всевозрастающий интерес ученых вызывает 
исследование напряженно-деформированного состояние элементов конст-
рукций, изготовленных из пьезоматериалов [1–4]. Чаще всего эти элементы 
имеют концентраторы напряжений типа отверстий, трещин, включений. Под 
действием механических сил и электромагнитных полей вблизи этих кон-
центраторов возникают запредельные напряжения или электромагнитные 
поля, которые могут привести к разрушению элемента конструкции. Но к 
настоящему времени достаточно полно решены лишь вопросы исследова-
ния электроупругого или магнитоупругого состояния многосвязных тел, ко-
гда не учитываются магнитные или электрические свойства материалов [4]. 
В работе [5] предложен метод исследования электромагнитоупругого со-
стояния многосвязных тел, дано решение задачи для тела с одним эллип-
тическим отверстием. Этим же методом в статье [6] решены задачи для 
многосвязной области с отверстиями и трещинами. В данной статье пред-
ложен метод решения задач электромагнитоупругости для пьезопластин с 
трещинами вдоль одной прямой. Он основан на решении задач Римана-
Гильберта для комплексных потенциалов и обеспечивает точное удовле-
творение граничных условий на берегах трещин. 

Постановка задачи. Рассмотрим бесконечную пластинку из пьезома-

териала с трещинами [ , ]n nc d  ( 1, )n N=  вдоль одной прямой, принимае-

мой за ось Ox  прямоугольной системы координат Oxy . Обозначим преры-

вистую линию из разрезов n nc d  через L′ , область, занимаемую пластин-

кой, – через S . Будем считать, что на бесконечности задано однородное 

электромагнитоупругое состояние (ЭМУС), характеризуемое значениями 

напряжений x
∞

σ , y
∞

σ , xy
∞

τ , компонентов векторов индукций xD∞
, yD

∞
 (или 

напряженности xE∞
, yE

∞
) электрического поля и xB∞

, yB
∞

 (или xH ∞
, yH

∞
) 

магнитного поля. На берегах трещин действуют усилия yσ , xyτ , главный 

вектор которых равен нулю на каждой из них. В точках 
0
jz  ( 1, )j J=  облас-

ти S  действуют сосредоточенные силы 
0 0 0

( , )j j jP X Y , электрические за-
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ряды 
0
эjQ  или заряды магнитных диполей 

0
мjQ . Будем считать, что на бе-

регах трещин индукции электромагнитного поля равны нулю ( 0)y yD B= = , 

т.е. трещины обладают пренебрежимо малой диэлектрической и магнитной 
проницаемостями. Угол поворота всей пластинки как целой равен нулю. 

При использовании обобщенных комплексных потенциалов определе-
ние ЭМУС рассматриваемой пластинки сводится к нахождению четырех 

функций ( )k kzΦ  ( 1, 4)k =  из соответствующих граничных условий. После 

определения ( )k kzΦ  основные характеристики ЭМУС (напряжения, пере-

мещения, индукции, напряженности и потенциалы электромагнитного поля) 
вычисляются по формулам [4, 5] 

( ) ( ) ( )

4
'

1 2 6

1

, , 2Re , ,x y xy k k k k k

k

z

=

σ σ τ = λ λ λ Φ∑ , 

( ) ( ) ( ) ( )

4
0 0

0 0

1

, , , 2Re , , , 0, 0, ,k k k k k k

k

u v p q r h z

=

ϕ ψ = Φ + ϕ ψ∑ , 

( ) ( ) ( )

4
'

7 8

1

, 2Re ,x y k k k k

k

D D z

=

= λ λ Φ∑ , 

( ) ( ) ( )

4
0 0 '

1

, 2Re ,x y k k k k k

k

E E r r z

=

= − µ Φ∑ , 

( ) ( ) ( )

4
'

9 10

1

, 2Re ,x y k k k k

k

B B z

=

= λ λ Φ∑ , 

( ) ( ) ( )

4
0 0 '

1

, 2Re ,x y k k k k k

k

H H h h z

=

= − µ Φ∑ .                                        (1) 

Здесь kµ  – корни известного характеристического уравнения; ikλ  – посто-

янные, зависящие от параметров kµ ; kp , kq , 
0
kr , 

0
kh  – величины, зави-

сящие от физико-механических свойств материала и параметров kµ ; 0ϕ  и 

0ψ  – нулевые уровни потенциалов электрического и магнитного полей со-

ответственно. 

На линии L′  функции должны удовлетворять условиям [4, 5] 

( ) ( )

4
0

1

2 Re ki k k i

k

g t F t

=

Φ =∑  ( )1, 4i =                                              (2) 

или в дифференциальной форме 
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( ) ( )

4
0 '

1

2Re k i k k i

k

g t f t

=

Φ =∑ ,                                                                  (3) 

где 

( ) ( )
0 0 0 0
1 2 3 4 6 2 8 10, , , , , ,k k k k k k k kg g g g = λ λ λ λ , 

( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , 0, 0 , , ,xy y

L

F F F F dt c c c c

′

= − τ σ +∫ , 

1 2 3 4( , , , ) ( , , 0, 0)xy yf f f f = −τ − σ . 

Комплексные потенциалы ( )k kzΦ  определены в областях kS , полу-

чаемых из области S  аффинными преобразованиями k kz x y= + µ . При 

этом разрезы [ , ]n nc d  в kS  совпадают с разрезами L′  области S . В дан-

ном случае для комплексных потенциалов имеют место выражения [4, 5] 

( ) ( ) ( )
0 0

0

1

ln

J

k k k k kj k kj k k

j

z z A z z z

=

Φ = Γ + − + Φ∑ ,                                (4) 

где kΓ  – постоянные, определяемые из системы уравнений 

( )

4

1 2 6 7 8 9 10

1

2Re , , , , , , ,k k k k k k k k k k k

k

q p

=

λ λ λ λ λ λ λ − µ Γ =∑  

( ), , , , , , , 0x y xy x y x yD D B B
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= σ σ τ , 

если на бесконечности заданы механические усилия и индукции электро-
магнитного поля, или из  

( )
4

0 0 0 0
1 2 6

1

2Re , , , , , , ,k k k k k k k k k k k k k

k

r r h h q p

=

λ λ λ − −µ − −µ − µ Γ =∑  

( ), , , , , , , 0x y xy x y x yE E H H
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= σ σ τ , 

когда вместо индукций на бесконечности заданы напряженности поля; 0
kj

A  

– постоянные, удовлетворяющие системе уравнений 

( )
4

0 0 0
6 2 8 10

1

2Re , , , , , , ,k k k k k k k k kj

k

p q r h i A

=

λ λ λ λ =∑  

0 0 0 0

, , , , 0, 0, 0, 0
2 2 2 2

j j эj мjX Y Q Q 
 =
 π π π π
 

;                                         (5) 
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0
jX , 

0
jY  – компоненты сосредоточенной силы в точке 

0
jz ; 

0
эjQ  и 

0
мjQ  – 

действующие в этой же точке сосредоточенные заряды; 
0 0 0
kj j k jz x y= + µ ; 

0 ( )k kzΦ  – функции, кусочно-голоморфные в областях kS  и имеющие ли-

нию скачков L′ . 
Сведение к задачам линейного сопряжения. Решая равенства (3) как 

систему четырех уравнений относительно ( )k kz′Φ  ( 1, 4)k =  и учитывая, 

что на L′  имеют место равенства k k jt t += =  t x= = , получаем  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2k k k k k k kt r t s t e t+ + + +
′ ′ ′ ′Φ + Φ + Φ + Φ +  

( ) ( )3 3k k km t h t+ +
′ ′+ Φ = .                                                         (6) 

Здесь 

6 2( ) ( ) /k x y k y k kh t M M′ = −τ − σ ∆ , 

0 0 0 0
1 6 2 2 3 8 4 10k k k k k k k k k kr g M g M g M g M = + + + ∆

 
, 

0 0 0 0
1 1,1 6 1,2 2 1,3 8 1,4 10k k k k k k k k k ks g M g M g M g M+ + + + +

 = + + + ∆
 

, 

0 0 0 0
2 2,1 6 2,2 2 2,3 8 2,4 10k k k k k k k k k ke g M g M g M g M+ + + + +

 = + + + ∆
 

, 

0 0 0 0
3 3,1 6 3,2 2 3,3 8 3,4 10k k k k k k k k k km g M g M g M g M+ + + + +

 = + + + ∆
 

, 

1 6 2 2 3 8 4 10( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k kh t F t M F t M F t M F t M = + + + ∆  ; 

1k k+∆ = −∆ ,   
0 0 0 0
1 6 2 2 3 8 4 10k k k k k k k k kg M g M g M g M∆ = + + + ; 

0 0 0
1, 2 2, 2 3, 2

0 0 0
6 1,3 2,3 3,3

0 0 0
1, 4 2, 4 3, 4

k k k

k k k k

k k k

g g g

M g g g

g g g

+ + +

+ + +

+ + +

= ,   

0 0 0
1,1 2,1 3,1

0 0 0
2 1,3 2,3 3,3

0 0 0
1, 4 2, 4 3, 4

k k k

k k k k

k k k

g g g

M g g g

g g g

+ + +

+ + +

+ + +

= − , 

0 0 0
1,1 2,1 3,1

0 0 0
8 1, 2 2, 2 3, 2

0 0 0
1, 4 2, 4 3, 4

k k k

k k k k

k k k

g g g

M g g g

g g g

+ + +

+ + +

+ + +

= ,   

0 0 0
1,1 2,1 3,1

0 0 0
10 1, 2 2, 2 3, 2

0 0 0
1,3 2,3 3,3

k k k

k k k k

k k k

g g g

M g g g

g g g

+ + +

+ + +

+ + +

= − . 

При этом k  – индекс, принимающий значения 1, 2, 3, 4, причем значение 

индекса k j+ , когда он больше 4, формально полагается равным 4k j+ − . 
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Исходя из (6), введем функции [7] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3k k k k k k k k k k k k k kz r z s z e z m z+ + + + + +
′ ′ ′ ′Ω = Φ + Φ + Φ + Φ .  (7) 

Тогда условия (6) примут вид 

( ) ( ) ( )k k k
t t h t

±
± ′ ′Φ + Ω =

 
.                                                                    (8) 

При этом знак «+» относится к верхним берегам разрезов, «–» – к нижним. 

Учитывая, что на L′  имеют место равенства ( ) ( )k k
t t

±
 Ω = Ω
 

m

 [7], 

после сложения уравнений (8) друг с другом и вычитания из первого второ-
го, получаем следующую систему задач линейного сопряжения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2k kk k kt t t t t
+ −

   ′ ′Φ − Ω − Φ − Ω = ν    , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2k kk k kt t t t g t
+ −

   ′ ′Φ + Ω + Φ + Ω =    ,                               (9) 

где ( ) ( ) ( ) 2k k k
t h t h t

+ − ′ ′ν = −
 

; ( ) ( ) ( ) 2k k k
g t h t h t

+ − ′ ′= +
 

. 

Решение задач сопряжения. Производные комплексных потенциалов 
(4) в данном случае представим в виде [7] 

( ) ( ) ( )02k k kk k k kz z zA′ ′ ′Φ = Γ + + Φ .                                                   (10) 

Здесь 

( )
( )

0

0
1 2

J
kj

kk

j k kj

A
zA

z z=

′ =

−
∑ ; 

0 ( )k kz′Φ  – функции, кусочно-голоморфные в расширенных областях kS  и 

имеющие линию скачков L′ . При этом имеют место условия разрешимости 
задачи [7] 

( ) 0

kn

kk k

l

d′ τΦ τ =∫  ( )1,n N= ,                                                        (11) 

где knl  – контур, охватывающий только разрез n nc d , не задевая остальных 

разрезов и не имеющий внутри себя точек 
0
kjz . 

Подставляя выражения (10) в (7), находим 

( ) 1 1 2 2 3 3k k k k k k k k k kz r s e m+ + + + + +Ω = Γ + Γ + Γ + Γ +  

( ) ( ) ( )1 1 2 22 2 2k k k k k k k k kr A z s A z e A z+ + + +
′ ′ ′+ + + +  

( ) ( )3 3 02 k k k km A z z+ +
′+ + Ω .                                                   (12) 
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Здесь 0 ( )k kzΩ  – функции, кусочно-голоморфные в расширенных областях 

kS , причем 

( ) 0

kn

kk k

l

dτΩ τ =∫ .                                                                       (13) 

На основании (7) и (10) функция ( )k kzΩ , как и ( )k kzΩ , является ку-

сочно-голоморфной на расширенной плоскости kS , кроме полюсов первого 

порядка в точках 
0
kjz , 

0
1k jz + , 

0
2k jz + , 

0
3k jz + , и удовлетворяет условия (13). 

Исходя из этих свойств функций ( )k kz′Φ  и ( )k kzΩ , получаем, что кусочно-

голоморфными в расширенной области kS  с полюсами в точках 
0
kjz , 

0
kjz , 

0
1k jz + , 

0
2k jz + , 

0
3k jz +  будут также сумма и разность этих функций, т.е. (10) 

являются задачами линейного сопряжения для функций [ ( ) ( )]k kt t′Φ − Ω  и 

[ ( ) ( )]k kt t′Φ + Ω  ( )t L′∈  и их решения имеют вид [7, 8] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0k k k k k k k k k kz X z F z f z R z c
−

′Φ = + + + , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0k k k k k k k k k kz X z F z f z R z c
−

Ω = − − − .                   (14) 

Здесь 

( ) ( ) ( ) ( )1k k k k k k k N kF z f z D z P z= + + ; 

( ) ( )( )
1

N

k k n k n

n

X z z c z d

=

= − −∏ ; 

( )
( )

0

1

4

k
k k

kL

t dt
f z

i t z
′

ν
=

π −∫ ,   ( )
( ) ( )

1

1

4

k
k k

kL

X t g t dt
f z

i t z
′

=
π −∫ ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 1k k k k k k k k k kR z A z r A z s A z+ +
′ ′ ′= − − −  

( ) ( )2 2 3 3k k k k k ke A z m A z+ + + +
′ ′− − , 

( ) ( ) ( ) ( )1 1k k k k k k k k k kD z B z r B z s B z+ +
′ ′ ′= + + +  

( ) ( )2 2 3 3k k k k k ke B z m B z+ + + +
′ ′+ + ; 

( )
( )

( )

0 0

0
1 2

J
kj kj

k k

j k kj

A X z
B z

z z=

′ =

−
∑ ;   ( )

0

N
p

k N k kp k
p

P z d z

=

=∑ ; 
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0kc , kpd  ( 0, )p N=  – неизвестные постоянные. 

Постоянные 0kc , kNd  и 1kNd −  определим из условий на бесконечно-

сти. Используя (10) и (12), в окрестности бесконечно удаленной точки бу-
дем иметь 

( ) ( ) 1 1 2 2k k k k k k k k k k kz z r s e+ + + +
′Φ − Ω = Γ − Γ − Γ − Γ −

 

0
3 3

1k
k k

k k

R
m o

z z
+ +

 
− Γ + +  

 
, 

( ) ( ) 1 1 2 2k k k k k k k k k k kz z r s e+ + + +
′Φ + Ω = Γ + Γ + Γ + Γ +  

0
3 3

1k
k k

k k

D
m o

z z
+ +

 
+ Γ + +  

 
.                                               (15) 

Здесь 

0 0 0 0 0
0 1 2 31, 2, 3,

1

J

k k k k kkj kj k j k j k j
j

R A r A s A e A m A+ + ++ + +

=

 = − − − −
 ∑ , 

0 0 0 0 0
0 1 2 31, 2, 3,

1

J

k k k k kkj kj k j k j k j
j

D A r A s A e A m A+ + ++ + +

=

 = + + + +
 ∑ . 

С другой стороны, на основании (14) на бесконечности  

( )

1 1 2 2

1

...1 1
...

2

N N

N N
k k k

c d c d c d

X z z z +

+ + + + + +
= + + ; 

( ) ( ) ( )
0

0

1 1
2

2

k
k k k k k k

k k kL

R
z z c t dt o

z iz z
′

 
′Φ − Ω = + + ν +  

π  
∫ , 

( ) ( ) 2k k k k k Nz z d′Φ + Ω = +  

( )1 1 1... 2 1k N N N k N

k k

d c d c d d
o

z z

−+ + + + +  
+ +  

 
.               (16) 

Сравнивая (15) и (16), находим 

1 1 2 2 3 3
0

2

k k k k k k k k k
k

r s e m
c

+ + + + + +Γ − Γ − Γ − Γ − Γ
= , 

1 1 2 2 3 3

2

k k k k k k k k k
k N

r s e m
d

+ + + + + +Γ + Γ + Γ + Γ + Γ
= , 
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( )0 1 1
1

...

2

k k N N N
k N

D d c d c d
d −

− + + + +
= .                                    (17) 

Из равенств (13) и (11) следует, что интегралы по контурам k nl  от 

функции ( ) ( )k k k kz z′Φ + Ω  равны нулю. Учитывая это, для вычисления ко-

эффициентов kpd  полинома ( )k N kP z  получаем систему интегральных 

уравнений 

( ) ( )
1

0

k n

k k k k

l

X z F z d
−

τ =∫  ( )1, 4; 1,k n N= = ,                            (18) 

где knl  – контур, который охватывает разрез n nc d , не содержащий внутри себя 

точек 
0
kjz , 

0
kjz , 

0
1,k jz + , 

0
2,k jz + , 

0
3,k jz +  и не задевающий других разрезов. За-

метим, что если 1k Nd − , k Nd  вычислены по формулам (17), то в (18) нужно ос-

тавлять 1N −  уравнение ( 1, 1n N= − ), т.к. последнее на основе вычисления 

1k Nd −  удовлетворяется автоматически. 

Вблизи концов разреза n nc d  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* * *

2k k n k n k n k kX z z c z d X z l z X z= − − = ± , 

( ) ( )
*

1

2 2

k
k k

k

M
z O

z

′Φ = + ,                                                           (19) 

где 
*
( )kX z  – функция ( )kX z  без сомножителя ( ) ( )k n k nz c z d− − ; nl  – 

полудлина разреза, равная ( ) / 2n nd c− ; 
*
kz  – малая по модулю величина; 

( )

*

2

( )

k k
k

n

F z
M

X c l
= ± ; 

c  – аффикс выбранного конца ( nc  или nd ); (1)O  – ограниченная величи-

на. Знаки «+» и «–» относятся к правому и левому концам разреза. Заменяя 

в (1) функции ( )k kz′Φ  на (19), а напряжения yσ , xyτ , индукцию yD  и на-

пряженность yE  электрического поля и индукцию yB  и напряженность 

yH  магнитного поля на коэффициенты интенсивности напряжений, индук-

ций и напряженностей (КИНИН) соответственно нормального отрыва ( 1k ), 

поперечного сдвига ( 2k ), индукции ( Dk ), напряженности ( Ek ) электриче-
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ского поля и индукции ( Bk ), напряженности ( Hk ) магнитного поля для их 

определения находим  

( )1 2, , , , ,D E B Hk k k k k k
± ± ± ± ± ±

=  

( )
4

0 0
2 6 8 10

1

Re , , , , ,k k k k k k k k k

k

r h M

=

= λ λ λ − µ λ − µ∑ .          (20) 

Пластинка с одной трещиной. Пусть пластинка имеет одну трещину 

длиной 2 l  и с центром в начале координат. В этом случае в приведенных 

выше формулах  

1N = ,   1c l= − ,   1d l= ;   
2 2

( )k kX z z l= − . 

Рассмотрим частные случаи внешних воздействий. 
1. Задание однородного электромагнитоупругого состояния на бес-

конечности. Если на бесконечности задано однородное электромагнитоуп-
ругое состояние, а берега трещины свободны от механических и электро-
магнитных воздействий, то в приведенном решении 

( ) ( ) 0k k k kR z D z= = ,   ( ) ( )0 1 0k k k kf z f z= = ,   0 0kd = ; 

( )
( )

1
0

k k
k k k

k

d z
z c

X z
′Φ = + ;   12k kM d l= , 

где 1kd  – постоянные, определяемые из условий на бесконечности. 

Если на бесконечности действует растягивающие усилия y p
∞

σ = , а 

0x xy x y x yD D B B
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

σ = τ = = = = = , то из (21) для 1kd  получим  

2
1

2

k y
k

k

M
d

∞
σ

=
∆

. 

Тогда для КИНИН будем иметь 

1 yk l
± ∞

= σ ,   2 0D Bk k k± ± ±
= = = , 

( )
4

, ,2
221 22

1

1
Re

D D
E y k k

kk

k l g g M
σ σ± ∞

=

 
= −σ µ + 

∆ 
∑ , 

( )
4

, ,2
221 22

1

1
Re

B B
H y k k

kk

k l p p M
σ σ± ∞

=

 
= −σ µ + 

∆ 
∑ . 

Здесь 
,

21
D

g
σ

, 
,

22
D

g
σ

 и 
,

21
D

p
σ

, 
,

22
D

p
σ

 – пьезоэлектрические и пьезомагнитные 
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коэффициенты материала соответственно. Как видно, при таких условиях 

нагружения коэффициент 1k  не зависит от свойств материала. 

Если на бесконечности задано однородное электрическое поле, харак-

теризуемое напряженностью yE
∞

, а 0x y xy x x yD B B
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

σ =σ = τ = = = = , то 

для постоянных 1kd  получим 

8
1

222

k y
k

k

M E
d

∞

σ
=

β ∆

, 

в которых 22
σ

β  – коэффициент диэлектрической восприимчивости материа-

ла. Для КИНИН будем иметь 

1 2 0Bk k k± ± ±
= = = ,   22D yk E l

± ∞ σ
= β , 

, 4 2
21

22 8

122

Re

D
k

E y k
kk

g
k E l M

σ

± σ ∞

σ
=

µ
= β −

∆β
∑ , 

4 2
,

11 821
122

1
Re

D k
H y k

kk

k p E l M
σ± σ ∞

σ
=

 µ
 = ν −
 ∆β  

∑ , 

где 11
σ

ν  – коэффициент электромагнитной восприимчивости материала. 

Если же на бесконечности задано однородное магнитное поле с напря-

женностью yH
∞

, а 0x y xy x y xD D B
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

σ = σ = τ = = = = , то  

10
1

222

k y
k

k

M H
d

∞

σ
=

χ ∆

;   1 2 0Dk k k± ± ±
= = = ,   22B yk H l

± ∞ σ
= χ , 

4 2
,

11 1021
122

1
Re

D k
E y k

kk

k g H l M
σ± σ ∞

σ
=

 µ
 = ν −
 ∆χ  

∑ , 

, 4 2
21

22 10

122

Re

D
k

H y k
kk

p
k H l M

σ

± σ ∞

σ
=

µ
= χ −

∆χ
∑ . 

Здесь 22
σ

χ  – коэффициент магнитной восприимчивости материала. 

Для данного случая были проведены численные исследования ЭМУС 
рассматриваемой пластинки. При этом на бесконечности задавались уси-

лия y p
∞

σ = , электрическое поле с напряженностью yE
∞

= ε  и магнитное 

поле с напряженностью yH
∞

= µ . Исследования проводились для пласти-
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нок, изготовленных из феррит-пьезоактивных композитов [6, 9] 
1) М1, для которого 

11 33 07,15
DB DBs s s= = ,   22 06,83

DBs s= ,   12 23 02,33
DB DBs s s= = − , 

13 02,73
DBs s= − ,   44 66 019,91

DB DBs s s= = ,   55 019,80
DBs s= ; 

, ,
021 23

4,94
D Dg g gσ σ

= = − ,   
,

022
11,63

Dg gσ
= ,   

, ,
016 34

20,48
D Dg g gσ σ

= = ; 

, ,
021 23

5,8
D Dp p pσ σ

= = ,   
,

022
11,85

Dp pσ
= ,   

, ,
016 34

18, 44
D Dp p gσ σ

= = ; 

11 33 01,56
ε ε

β = β = β ,   22 01,37
ε

β = β ; 

11 33 01,9
ε ε

ν = ν = − ν ,   22 01,85
ε

ν = − ν ; 

11 33 03,35
ε ε

χ = χ = χ ,   22 011,89
ε

χ = χ ; 

2) М2, когда 

11 33 022,66
DB DBs s s= = ,   22 014,99

DBs s= ,   12 23 06,35
DB DBs s s= = − , 

13 011,94
DBs s= − ,   44 66 0114,07

DB DBs s s= = − ,   55 057,47
DBs s= ; 

, ,
021 23

43,37
D Dg g gσ σ

= = − ,  
,

022
80,08

Dg gσ
= ,  

, ,
016 34

2452,23
D Dg g gσ σ

= = ; 

, ,
021 23

177,84
D Dp p pσ σ

= = ,  
,

022
311,96

Dp pσ
= ,  

, ,
016 34

5171,04
D Dp p gσ σ

= = ; 

11 33 0471,15
ε ε

β = β = β ,   22 0106,13
ε

β = β ;    

11 33 07067,50
ε ε

ν = ν = ν ,   22 056,70
ε

ν = − ν ; 

11 33 0141,84
ε ε

χ = χ = χ ,   22 057,53
ε

χ = χ , 

где  

6 1
0 10s MПа− −

= , 
3 2

0 10 /g м МКл
−

= , 
6 1

0 10p МТл
− −

= , 

2 2 2
0 10 /МН м МКлβ = , 

2 1
0 10 МКл мМА

− −
ν = ,  

3 2
0 10 МПа МТл

− −
χ = . 

Ниже описаны некоторые из полученных результатов. Значения 1k  и 

2k  даны в МПа м , 
D

k  – в /MКл м м , 
E

k  – в /MВ м , 
B

k  – в 

/MТл м , 
H

k  – в /MА м . При таком подходе интенсивность внешних 

усилий p  нужно задавать МПа , напряженность электрического поля ε  – в 

/MВ м , напряженность магнитного поля µ  – в /MА м . 

В табл. 1 приведены значения КИНИН для различных случаев задания 
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нагрузки на бесконечности. Из 
приведенных данных видно, 
что при действии электриче-
ского и магнитного полей зна-
чения КИНИН значительно 
больше, чем в случае дейст-
вия механических сил. Также 
из табл. 1 следует, что на зна-

чения Ek  и Hk  влияют физи-

ко-механические свойства ма-
териала независимо от вида 
приложенной нагрузки. Так, 
например, в случае действия 
растягивающего усилия чем 
больше значения пьезоэлек-

трических (
,D

ijg
σ

) и пьезомаг-

нитных (
,D

ijp
σ

) коэффициен-

тов материла, тем выше по 

модулю получаются значения Ek  и Hk .  

2. Действие внутреннего давления на берегах трещины. Если на 
бесконечности внешние воздействия не приложены, а на берегах трещины 
действует равномерное внутреннее давление интенсивности q , то  

1 0 0 0k k kd d с= = = ,   ( ) 0k tν = ,   2( ) /k k kg t q M= − ∆ ; 

( )0 0k kf z = ,   ( ) ( )( )2
1

2

k
k k k k

k

q M
f z X z z= − −

∆
; 

( )
( )

2 1
2

k k
k k

k k

q M z
z

X z

 
′Φ = −  ∆  

;   2

2

k
k

k

q M l
M =

∆
. 

Значения КИНИН для этого случая получаются такими же, как и при дейст-

вии растягивающих усилий y
∞

σ  на бесконечности. Отличие заключается 

лишь в том, что в формулах y
∞

σ  нужно заменить на q . 

3. Действие сосредоточенной силы или заряда. Пусть в точке 
0
1z  пла-

стинки с трещиной действуют сосредоточенная сила 
0 0 0

1 1 1( , )P X Y  либо со-

средоточенный электрический заряд 
0
1э

Q  или заряд магнитных диполей 

0
1м

Q . В этом случае 

Таблица 1 

Материал 
Нагрузка Величина 

М1 М2 

y
p

∞
σ =  

1
k

±
 1,00000 1,00000 

 2
10

E
k

±
⋅  -0,64199 -2,74528 

 4
10

H
k

±
⋅  -0,17964 -5,27763 

y
E

∞
= ε  

E
k

±
 0,99743 0,98489 

 2
10

D
k

±
⋅  0,72999 0,00942 

 4
10

H
k

±
⋅  -1,32000 0,08516 

y
H

∞
= µ  

E
k

±
 -2,09013 -31,89090 

 
H

k
±  1,00063 1,09035 

 
B

k
±  84,12490 17,38170 
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0 1 0k kc d= = ,   ( ) ( )0 1 0k k k kf z f z= = ,    

( )

0

1

0
1

( )
2

k
k k

k k

A
A z

z z
′ =

−

,   
( )

( )

0 0
11

0
1

( )
2

kk

k k

k k

A X z
B z

z z
′ =

−

; 

0 0 0 0 0
1 2 30 1 1 1,1 2,1 3,1

0
2 2

k k k kk k k k k k
k

A r A s A e A m AD
d

+ + ++ + +
+ + + +

= = . 

Для потенциалов будем иметь  

( )
( )

( )
( )

0k k k
k k k k

k

D z d
z R z

X z

+
′Φ = + . 

Коэффициенты интенсивности получим по формулам (20), где 

02 ( ) /k k kM D l d l = ± ± +  . 

Приведенное решение легко распространяется на случай действия со-
средоточенных сил и зарядов в конечном числе точек. 

Проведены численные исследования для пластинки с одной трещиной 

полудлины l  при действии сосредоточенной силы 
0

0 1(0, )P Y  и сосредото-

ченного электрического заряда 
0
1э

Q , приложенных в точке 
0
1 (0, )z a . Вели-

чина сосредоточенной силы 0P  задавалась в МПа , заряда 
0
1э

Q  – в MКл . 

В табл. 2 приведены значения КИНИН для концов трещины при дейст-

вии сосредоточенной силы в зависимости от отношения /a l  расстояния a  

от точки приложения силы до центра трещины к полудлине трещины l . 

Значение коэффициента касательного сдвига 2k  приведено для правого 

конца трещины, т.к. для левого конца, получаемое значение совпадает по 

Таблица 2 

/a l  Мате-
риал 

Вели-
чина 100 10 5 2 1 0,5 0,1 0 

М1 
1k±

 0,002 0,026 0,051 0,109 0,149 0,161 0,159 0,159 

 
2k+

 0,000 -0,001 -0,005 -0,024 -0,052 -0,068 -0,060 -0,55 

 2
10Ek±

⋅  0,000 -0,007 -0,014 -0,034 -0,059 -0,084 -0,101 -0,102 

М2 
1k±

 0,000 0,004 0,015 0,084 0,146 0,160 0,159 0,159 

 
2k+

 0,000 0,000 -0,001 -0,027 -0,069 -0,087 -0,082 -0,078 

 2
10Ek±

⋅  -0,101 -0,958 -1,650 -1,583 -0,691 -0,554 -0,450 -0,436 
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модулю со значение для правого, но противоположно по знаку. Из таблицы 
видно, что с удалением точки приложения сосредоточенной силы значения 
КИНИН уменьшаются. Для близких расстояний значение коэффициента 

нормального отрыва 1k  слабо зависит от свойств материала. Если же со-

средоточенная сила действуют на берегах трещины, то значение последне-
го вообще не зависит от физико-механических особенностей материала. В 
тоже время свойства материала оказывают значительное влияние на зна-

чение коэффициента Ek . Так чем выше значения пьезоэлектрических 

(
,D

ijg
σ

) и пьезомагнитных (
,D

ijp
σ

) постоянных (материал М2), тем больше 

значения этого коэффициента. 
В табл. 3 приведены значения КИНИН для концов трещины при дейст-

вии сосредоточенного заряда в зависимости от отношения /a l  расстояния 

a  от точки приложения силы до центра трещины к полудлине трещины l . 

Как следует из табл. 3, при действии сосредоточенного заряда значения 

всех КИНИН по модулю значительно превышают аналогичные значения, 
получаемые в случае действия сосредоточенной силы. Отметим, что при 
действии электрического заряда возникают, хоть и незначительные, коэф-

фициенты интенсивности Bk±  и Hk± , которые в предыдущем случае равня-

лись нулю. Из данных табл. 3 также видно, что на значения КИНИН значи-
тельное влияние оказывают физико-механические свойства материала. Так 

Таблица 3 

/a l  Мате-
риал 

Вели-
чина 1000 100 10 5 1 0,5 0,1 0 

М1 
1k±

 0,07 0,66 6,53 12,38 20,58 9,96 0,54 0,00 

 
2k+

 0,00 0,00 -0,32 -1,19 -2,52 12,88 46,56 57,45 

 
Ek±

 0,02 0,24 2,35 4,61 16,00 19,76 21,66 21,75 

 
Dk±

 0,00 0,00 0,02 0,03 0,12 0,15 0,16 0,16 

 
Bk±

 0,00 0,00 0,01 0,02 0,07 0,06 0,00 0,00 

          
М2 

1k±
 3,84 38,39 364,55 621,38 85,51 10,16 1,40 0,00 

 
2k+

 0,00 -0,19 -17,74 -55,01 305,67 398,00 437,47 466,30 

 
Ek±

 3,44 34,37 336,03 628,58 1311,18 1511,69 1654,94 1663,55 

 
Dk±

 0,00 0,00 0,03 0,06 0,13 0,15 0,16 0,16 

 
Bk±

 0,00 0,04 0,41 0,78 0,90 0,42 0,04 0,01 

 
Hk±

 0,10 0,98 9,57 17,53 14,88 6,63 0,43 0,00 
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для более жесткого материала М2 значения 1k  и 2k  в десятки раз превы-

шают аналогичные значения для материала М1; зависимость коэффициен-

та Ek  от свойств материала остается такой же как и в случае действия со-

средоточенной силы. В тоже время для малых расстояний свойства мате-

риала практически не влияют на значения коэффициента Dk . 

 
Р Е Ф Е Р А Т :  Розв’язана задача електромагнітопружності для нескінченої пла-

стинки, коли вздовж однієї прямої знаходяться концентратори напружень та щільнос-
ті внутрішньої енергії у вигляді тріщин. Для дослідження використовуються метод, 
заснований на розв’язанні задач Рімана-Гілберта для комплексних потенціалів та на-
дає змогу точно задовольнити граничним умовам не берегах тріщин. Для пластинки з 
однією тріщиною приведені розв’язки часткових задач, описані результати чисельних 
досліджень. 

 
S U M M A R Y :  The plane problem of electro-magneto-elasticity for the infinite plate 

with the thickeners of stresses and the self-energy density is solved. The method based on 
Riemann-Gilbert problems solutions for complex potentials are used. It provides the exact 
satisfaction of boundary conditions on cracks faces. For the plate with one crack particular 
problems solutions are given. The results of numeric investigations are described.  
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ТРЕЩИНА ВБЛИЗИ УГЛОВОЙ ТОЧКИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА СРЕД 
 

В большинстве задач механики разрушения о трещинах в кусочно-
однородных телах рассматриваются случаи, когда трещины расположены 
на границах раздела сред [1–5]. Значительно меньше таких работ посвяще-
но решению соответствующих задач в других случаях расположения тре-
щин. В данной работе строится решение задачи о трещине, расположенной 
вблизи границы раздела сред. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим плоскую статическую симметрич-
ную задачу теории упругости для кусочно-однородной изотропной плоско-
сти с границей раздела сред в форме сторон угла, которая в одной из час-
тей содержит трещину на биссек-
трисе. Пусть расстояние между 
угловой точкой и ближайшим к ней 
концом трещины значительно 
меньше длины трещины. Берега 
трещины находятся под действием 
нормального давления, распреде-

ленного по закону 
2

/F r , r l≥ , F  

– заданная положительная посто-
янная, имеющая размерность силы. 
Из-за того, что напряженное со-
стояние будет исследоваться лишь вблизи угловой точки, трещину будем 
считать полубесконечной (рисунок). Граничные условия задачи можно за-
писать так: 

θ = α ,   0rθ θσ = τ = ,   0rU Uθ = = , 

θ = π ,   0rθτ = ,   0Uθ = ;   0θ = ,   0rθτ = ;                                 (1.1) 

0θ = ,   r l< ,   0Uθ = ;   0θ = ,   r l> ,   
2

θσ = − F r .               (1.2) 

Здесь 0 ≤ θ ≤ π ; a  – скачок a . 

2. Решение уравнения Винера-Хопфа задачи и определение коэф-
фициента интенсивности напряжений. Для построения решения рас-
сматриваемой задачи используем метод Винера-Хопфа в сочетании с ап-
паратом интегрального преобразования Меллина [6, 7]. Применяя преобра-
зование Меллина к уравнениям равновесия, условию совместности дефор-
маций, закону Гука, условиям (1.1) и учитывая равенства (1.2), приходим к 
следующему функциональному уравнению Винера-Хопфа: 

r

l

1 1,E ν

2 2,E ν

α

θ
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( ) ( ) ( )ctg
1

p p G p p
p

− +σ
Φ + = π Φ

−
,   ( )

( )

( )

sin

2 cos

p p
G p

p p

∆ π
=

∆ π

%

, 

где 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 1 2p p p e p e∆ = δ + δ + δ , 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 1 2p p p e p e∆ = δ + δ + δ% % %% , 

( ) ( )[ ]0 1sin 2 sin 2 æ sin 2 ( ) sin 2p p p p pδ = α + α π − α + α , 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 21 æ 1 æ sin sin 2 sin 2p p p pδ = + + π − α + α ×  

[ ] [ ]1æ sin 2 ( ) sin 2 sin 2 ( ) sin 2p p p p× π − α + α − π − α − α ×  

( )2æ sin 2 sin 2p p× α − α , 

( ) [ ]( )2 2sin 2 ( ) sin 2 æ sin 2 sin 2p p p p pδ = π − α − α α − α , 

( )[ ]
2 2 2

0 1( ) 4 sin sin æ sin 2 ( ) sin 2p p p p pδ = − α − α π − α + α% , 

( )( ) ( )2 2 2
1 1 2( ) 1 æ 1 æ sin 2 4 sin sinp p p pδ = + + π + α − α ×%  

( ) ( )1æ sin 2 sin 2 sin 2 sin 2p p p p× π − α + α − π − α − α ×        

( )( ) ( )2 2 2
1 2 21 æ 1 æ 4 æ sin sinp p × + + − α + α  

, 

( ) ( )2 sin 2 sin 2p p pδ = π − α − α ×  
%  

( ) ( )
2 2 2 2

2 21 æ 4 æ sin sinp p × + − α + α  
, 

2
0

1

1
e

1
e

+ ν
=

+ ν
,   1

0
2

e
E

E
= ,   1,2 1,2æ 3 4= − ν ,   

2

F

l
σ = , 

( ) ( )

1

, 0

0

pp l d−

θΦ = σ ρ ρ ρ∫ ,  ( )

( )
0

2

2
2 1

2 1 r l

pUE
p d

r
=ρ

θ=

∞

+ θ∂
Φ = ρ ρ

∂− ν
∫ ;   (2.1) 

1 2Re p−ε < < ε  ( 1, 2ε  – достаточно малые положительные числа); 1, 2E  – 

модули Юнга; 1, 2ν  – коэффициенты Пуассона. 

Подобные уравнения решены, например, в [8, 9]. В данном случае 

( )
( )

( )( ) ( ) ( )

1
 

1 1

G p
p

K p K p G p

−

+

− + +

σ
Φ =

−

 ( )Re p 0< , 



 59 

( )
( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

1
 

1 1

K p G G p
p

p G p K K p

− − −

−

− − −

 σ
 Φ = −

 −  

,  ( )Re p 0> , 

( ) ( )

( )

, Re 0,ln1
exp

2 , Re 0;

∞ +

−

− ∞

   <  = 
 π − > 

∫
i

i

G p pG z
dz

i z p G p p
 

( )
( )

( )

1

1 2

±
=

m

m

Г p
K p

Г p
,                                                                       (2.2) 

где ( )Г z  – гамма-функция.  

Исходя из известных асимптотик 

0θ = ,   0r l→ − ,   
( )

~
2

IK

l r
θσ

π −

, 

0θ = ,   0r l→ + ,   
( )

( )

2
2

2

2 1
~

2

IU K

r E r l

θ
− ν

∂

∂ π −

, 

в которых IK  – коэффициент интенсивности напряжений в конце трещины, 

по теореме абелева типа получаем 

p → ∞ ,   ( ) ~
2

IK
p

pl

+
Φ

−

,   ( ) ~
2

IK
p

pl

−
Φ .                              (2.3) 

С помощью (2.2) находим асимптотику  

p → ∞ ,   ( )
( )

( )

1
~

1

G
p

K p

−

+

−

σ
Φ

−

.                                                     (2.4) 

Согласно (2.3), (2.4) получаем следующую формулу для коэффициента 
интенсивности напряжений в конце трещины: 

( )
3 2

1
2

I

F
K G

l

−π
= . 

3. Анализ поведения напряжений вбизи угловой точки. Используя 
(2.1), (2.2) и формулу обращения Меллина, приходим к выражению для 
нормального напряжения 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
111

, 0
2 2 1 1

p
pG p p l

r r dp
i K p p K p G p

− +

− −

θ − + +

γ

σ ∆
σ =

π − ∆
∫

%

,      (3.1) 

где γ  – произвольная прямая, параллельная мнимой оси и лежащая в по-

лосе 1 Re p 0−ε < < . 
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В полосе 1 Re p 0− ≤ <  подинтегральная функция в (3.1) имеет единст-

венную особенность – простой полюс в точке 0 1p = −λ − , где 0λ  – единст-

венный на интервале ( 1; 0)−  корень уравнения ( 1) 0∆ −λ − = . Заметим, что 

при 0; 2;α = π π , а также в случае одинаковых материалов функция 

0 0 1 2( , , , )eλ α ν ν равна нулю. В таблице приведены некоторые значения 

корня 0 1 2( 0,3)λ ν = ν = . Используя эту информацию об особой точке по-

динтегральной функции в (3.1) и применяя к интегралу (3.1) теорему о вы-
четах, получаем следующую формулу: 

( ) ( )0, 0r r f r
λ

θσ = +∑  ( )0r → , 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0

0 0

2
0 0 0 0

31 1
2

4 2 1 1 1

Ã G F

Ã G l

−

+ λ +

π∆ −λ − λ +

=

′λ + ∆ −λ − λ + −λ −
∑

%

.                (3.2) 

При этом ( ) 0f r →  при 0r → . Формулы, аналогичные (3.2), имеют место 

для ( , )rθσ θ , ( , )r rθτ θ , ( , )r rσ θ . 

Из полученных результатов следует, что угловая точка представляет 
собой концентратор напряжений со степенной особенностью; показатель 
степени сингулярности напряжений зависит от угла, отношения модулей 
Юнга и от коэффициентов Пуассона; он является единственным на интер-

вале ( 1; 0)−  корнем определенного трансцендентного уравнения. С ростом 

угла α  от нуля до / 2π  и от / 2π  до π  интенсивность напряжений вблизи 

угловой точки сначала усиливается, а затем ослабевает. Если, например, 

1 22E E= ; 1 2 0,3ν = ν = , то значения угла, соответствующие минимумам 

функции 0 ( )λ α , приблизительно равны 57
o

 и 153
o

. При этом интенсив-

ность напряжений будет наибольшей, когда угол равен 57
o

. Чем больше 

отличаются друг от друга материалы, тем сильнее интенсивность напряже-
ний вблизи угловой точки. Интенсивность напряжений вблизи угловой  точ-

0e  0
α  

0,1 0,2 0,3 0,5 2 3 5 10 

15 -0,318 -0,241 -0,168 -0,104 -0,036 -0,068 -0,122 -0,215 
30 -0,278 -0,228 -0,173 -0,117 -0,075 -0,132 -0,232 -0,310 
45 -0,202 -0,168 -0,130 -0,089 -0,112 -0,180 -0,258 -0,332 
60 -0,124 -0,104 -0,081 -0,054 -0,112 -0,184 -0,248 -0,308 
75 -0,059 -0,049 -0,037 -0,025 -0,086 -0,127 -0,167 -0,203 

105 -0,203 -0,167 -0,127 -0,086 -0,025 -0,037 -0,049 -0,059 
120 -0,308 -0,248 -0,184 -0,112 -0,054 -0,081 -0,104 -0,124 
135 -0,332 -0,258 -0,180 -0,112 -0,089 -0,130 -0,168 -0,202 
150 -0,310 -0,232 -0,132 -0,075 -0,117 -0,173 -0,228 -0,278 
165 -0,215 -0,122 -0,068 -0,036 -0,104 -0,168 -0,241 -0,318 
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ки усиливается с уменьшением расстояния между концом трещины и угло-
вой точкой. 

 
Р Е ЗЮМ Е .  Розглянуто статичну симетричну задачу теорії пружності для кус-

ково-однорідної ізотропної площини з межею поділу середовищ у формі сторін кута, 
що містить в одній з частин напівнескінченну тріщину, на берегах якої задано норма-
льні напруження. Задачу зведено до функціонального рівняння Вінера – Хопфа. На 
основі розв’язку рівняння визначено коефіцієнт інтенсивності напружень у кінці тріщи-
ни і досліджено поведінку напружень біля кутової точки. 

 
S U M M A R Y .  The static symmetric problem of the theory of elasticity for piece-

homogeneous isotropic plane with the interface of media in the form of the sides of angle 
which contains a semi-infinite crack is considered. The problem is reduced to the Wiener – 
Hopf equation. The stress intensity factor is determined and the stress near the corner 
point is investigated on the basis of the solution of equation. 
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Н. И. МАЛАНЧУК, канд. физ.-мат. наук,  

Р. М. МАРТЫНЯК, д-р физ.-мат. наук 

 
О ВЛИЯНИИ ЛОКАЛЬНОГО ФРИКЦИОННОГО ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЯ  

НА КОНТАКТНУЮ ПРОЧНОСТЬ ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ТЕЛ 
 

Решения контактных задач теории упругости с учетом проскальзывания 
и трения являются теоретическим основанием для расчетов различных 
подвижных и неподвижных соединений на износ, фреттинг-усталость и кон-
тактную прочность [1–3]. Обзор работ, посвященных исследованию влия-
ния фрикционного проскальзывания на контактное поведение тел несогла-
сованной формы (согласно классификации К. Джонсона [3]) приведен в 
монографиях [4, 5]. 

Начало изучению локального проскальзывания тел согласованной 
формы положено в статье [6]. В работах [7–9] развит метод решения пло-
ских контактных задач с учетом сцепления и проскальзывания для полубес-
конечных тел с согласованными поверхностями, имеющими неглубокие 
выемки. Ниже этот метод применен для исследования влияния локального 
проскальзывания границ полуплоскостей в пределах поверхностной выем-

ки на контактные напряжения и контакт-
ную прочность. 

Постановка задачи. Рассмотрим 

полуплоскости 1D  и 2D  (рис. 1), мате-

риалы которых имеют одинаковые моду-

ли сдвига ( 1 2G G G= = ) и коэффициен-

ты Пуассона ( 1 2ν = ν = ν ). Граница по-

луплоскости 2D  прямолинейна, а грани-

ца полуплоскости 1D  на участке 

[ ],x b b∈ −  имеет малую, пологую выем-

ку, форму которой описывает гладкая 
функция 

( )
5 2

2 2
0( ) 1r x r x b= − −  ( )00 r b< << .                                            (1) 

Здесь b , 0r  – полудлина и максимальная глубина выемки. Форма границ 

тел на участке до нагружения на рис. 1 изображена штриховой линией. 
Пусть на бесконечности полуплоскости нагружаются сжимающими уси-

лиями ( , )y x Pσ ± ∞ = − , превышающими нагрузку 015 /16(1 )clsP Gr b= − ν , 

при которой начальный межконтактный зазор полностью закрывается. 

Рис.1 

1D

2D

y
x

b− c− bc

( )r x−

S

S P

P
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Сплошная линия (рис. 1) на участке первоначального зазора [ , ]x b b∈ −  

отвечает границам тел после приложения сжимающих усилий. Далее кон-
тактная пара подвергается воздействию монотонно возрастающих каса-

тельных усилий ( , )xy y Sτ ±∞ = . Границы тел удерживаются от проскаль-

зывания, пока контактные напряжения в каждой точке удовлетворяют усло-

вию сцепления | ( , 0) | | ( , 0) |xy yx f xτ < σ , где f  – коэффициент трения. 

Известно [7], что в зависимости от величины касательных усилий при 
полном контакте полуплоскостей может реализовываться один из трех ва-

риантов: 1) полное сцепление тел при 0S S< , где 0 ( )clsS f P P= −  – крити-

ческое значение касательных усилий, при котором в центре выемки каса-
тельные усилия достигают уровня нормальных, умноженных на коэффици-

ент трения (| ( , 0) | | ( , 0) |)xy yx f xτ = σ ; 2) локальное проскальзывание в 

области выемки при 0S S f P≤ < ; 3) глобальное скольжение вдоль всей 

поверхности сопряжения тел при S fP≥ .  

В данной статье рассмотрен второй, наиболее интересный с точки зре-
ния практических приложений, вариант, когда приложены касательные уси-

лия из диапазона 0S S f P≤ < . В этом случае возникает участок проскаль-

зывания [ , ]c c−  в области выемки ( )c b< , на котором действуют касатель-

ные напряжения ( , 0) ( , 0)xy yx f xτ = − σ , обусловленные трением. Вне уча-

стка проскальзывания выполняются условия механического сцепления гра-
ниц.  

Требуется определить напряженно-деформированное состояние полу-
плоскостей, контактные напряжения и длину участка проскальзывания. 

Граничные условия рассматриваемой задачи запишутся в виде 

( ) ( ), 0 , 0y yx x
+ −

σ = σ ,   ( ) ( ), 0 , 0xy xyx x
+ −

τ = τ  ( )x < ∞ ;             (2) 

( ) ( )

( )
5 2

2 2
0

0, ,

, 0 , 0
1 , ;

x b

v x v x
r x b x b

− +

 ≥


− = 
− ≤

                        (3) 

( ) ( ), 0 , 0xy yx f x
− −

τ = − σ  ( )x c≤ ;                                                (4) 

( ) ( ), 0 , 0 0u x u x− +
− =  ( )x c≥                                                   (5) 

на линии сопряжения полуплоскостей 0y = , 

( , )y x Pσ ± ∞ = − ,   ( , )xy x Sτ ± ∞ =  ( )x−∞ < < ∞ , 

( , ) 0x yσ ±∞ = ,   ( , )xy y Sτ ±∞ =  ( )y−∞ < < ∞                           (6) 

на бесконечности в каждой из полуплоскостей lD  ( 1, 2)l = . Здесь u , v  – 
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компоненты вектора перемещений, индексы «+» и «–» обозначают гранич-
ные значения функций на линии сопряжения в нижней и верхней полуплос-
костях. 

Метод решения. В соответствии с условием (3) на участке выемки 

| |x b<  возникает известный скачок нормальных перемещений, равный вы-

соте выемки. На участке же | |x c<  вследствие проскальзывания возникает 

относительный сдвиг границ полуплоскостей ( ) ( , 0) ( , 0)U x u x u x− +
= − , 

который заранее неизвестен и подлежит определению. 
Используя метод комплексных потенциалов, представим напряжения и 

производные от перемещений через функции ( )r x , ( )U x  в виде [7] 

( ) ( ) ( ) ( )y xy l l lі z z z z z P іS′σ − τ = Φ − Φ − − Φ − − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2
4

l l lG u іv z z z z z P
− κ

′ ′ ′+ = κΦ + Φ − − Φ + , 

( )
( )

( )

( ) ( )
1

1

1

c bl

c b

G U t dt r t dt
z i

i t z t z
− −

 ′ ′−  
Φ = − 

π + κ − −  
∫ ∫ , 

( ) ( )2 1z zΦ = −Φ  ( ), 1, 2lz D l∈ = ,                                                  (7) 

где z x iy= + ; 3 4κ = − ν . 

Представления (7) удовлетворяют всем граничным условиям (2)–(6) 
задачи, за исключением условия (4). Чтобы удовлетворить ему, определим 
из (7) контактные нормальные и касательные напряжения 

( )

3 2
4 2 2

0

4 2 2

10 3 3
, 0 1

(1 ) 2 8
y

Gr x x x x
x P

b bb b b

   σ = − + − − − 
  + κ    

  ( )x b≥ , 

( )

4 2
0

4 2

10 3 3
, 0

(1 ) 2 8
y

Gr x x
x P

b b b

 
σ = − + − 

 + κ  
  ( )x b< ,                            (8) 

( )
( )

( )2
, 0

1

c

xy

c

U t dtG
x S

t x

−

−

′
τ = − +

π + κ −∫  ( )x < ∞ .                                 (9) 

Подставив выражения (8), (9) в условие (4), для определения функции 

( )U x′  получим сингулярное интегральное уравнение (СИУ) 

( )

4 2
0

4 2

51 ( ) 1 3 3

2 2 8

c

c

frU t dt x x
S fP

t x G b b b
−

 ′ + κ
= − + − + 

 π −  
∫  ( )x c≤ .     (10) 



 65 

Функция ( )U x  удовлетворяет условиям 

( ) 0U c± = ,   ( ) 0U c′ ± = .                                                                 (11) 

Первое условие (11) обеспечивает непрерывность касательных перемеще-
ний границ тел, второе условие (11) – ограниченность касательных контакт-
ных напряжений. 

Определив неограниченное решение СИУ (10) и проинтегрировав его с 
учетом первого условия из (11), найдем относительный сдвиг границ полу-
плоскостей 

( ) ( ) (2 2 4 2 20

5

1
8 4

2 8

fr
U x c x S fP x x c

G b

+ κ
= − − − + + −

 

)2 2 2 2 4 4
20 10 3 15x b c b c b − − + + 

 ( )x c< .                          (12) 

Удовлетворив теперь второму условию в (11), используя выражение 
(12), найдем полудлину участка проскальзывания 

( ) ( ) 01 2 1 15c b b fP S r fG= − + κ − .                                           (13) 

На основании соотношений (9), (12), (13) определим контактные каса-
тельные напряжения 

( )
( )

4 2
0

4 2

10 3 3
, 0

1 2 8
xy

r G x x
x f P

b b b

  
 τ = − − + 

  + κ   
 ( )x c< , 

( )
( )

(

4 2
0

4 2 2 2

10 3 3
, 0

1 2 8
xy

xf r G x x
x fP S fP

b b b x c

 
τ = − − + + − + 

 + κ
− 

 

( )

4 2 2 2
0

4 2 2 2

10 3 1 3

1 8 8 22

f r G c x c x

b b b b b

  
+ − + − −     + κ    

 ( )x c≥ .    (14) 

Если сдвигающая нагрузка достигнет величины S f P= , то участок 

проскальзывания, как следует из (13), распространится на всю выемку 

( )c b= . В этом случае, как следует из формул (8), (14) находим, что в каж-

дой точке контакта полуплоскостей имеет место равенство 

| ( , 0) | | ( , 0) |xy yx f xτ = σ , которое означает глобальное проскальзывание 

тел. Таким образом, при достижении касательными усилиями уровня 

S f P=  осуществляется переход от локального проскальзывания на участ-

ке в пределах выемки к глобальному проскальзыванию тел вдоль всей гра-
ницы сопряжения. 

Для анализа прочности контактирующих сопряженных тел определим 

возникающие на их границах главные нормальные напряжения 1σ , 2σ  и 
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максимальные касательные напряжения maxτ : 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2

2
1, 2

, 0 , 0, 0 , 0
, 0 , 0

2 4

x yx y
xy

x xx x
x x

σ − σσ + σ
σ = ± + τ , 

( )
( ) ( )( )

( )

2

2
max

, 0 , 0
, 0 , 0

4

x y

xy

x x
x x

σ − σ

τ = + τ .                                 (15) 

Здесь знак «+» относится к 1( , 0)xσ , а знак «–» – к 2 ( , 0)xσ . 

В случае хрупких тел, следуя первой классической теории прочности 
(критерию наибольших нормальных напряжений), будем полагать, что по-
верхностное разрушение начинается при достижении главным напряжени-

ем 1σ  предела прочности на растяжение Bσ . В случае пластичных мате-

риалов, в соответствии с третьей классической теорией прочности (крите-
рием наибольших касательных напряжений), предельное поверхностное 
состояние достигается тогда, когда максимальные касательные напряже-

ния maxτ  достигают предела текучести материала Тτ . 

Анализ результатов численных исследований. Были проведены 

расчеты для безразмерных величин /x x b= , /c c b= , 0 0 /r r b= , 

/P P G= , /S S G= , /xy xy Gτ = τ , /y y Gσ = σ , max max / Gτ = τ , 

1 1 / Gσ = σ  в случае коэффициента трения 0,1f = , коэффициента Пуас-

сона 0, 25ν = , максимальной глубины выемки 0 0,01r =  и действия нор-

мальных усилий 
3

15 10P
−

= ⋅ . 

На рис. 2 показана зависимость полудлины участка проскальзывания 

c  от касательных усилий S . С возрастанием S  размеры участка про-

скальзывания монотонно возрастают, причем эта зависимость нелинейная. 
Горизонтальный участок графика соответствует полному сцеплению тел 

для диапазона касательных усилий 0S S<  (при заданных входных пара-

метрах 
3

0 0,25 10S
−

= ⋅ ). Если касательные усилия достигнут уровня нор-

мальных напряжений, умноженных на коэффициент трения ( )S fP= , то 

начнется глобальное скольжение по всей поверхности (вертикальная пря-
мая на графике). 

На рис. 3 изображено распределение контактных нормальных напря-

жений, умноженных на коэффициент трения, | |yf σ  (штриховая кривая), и 

касательных напряжений xyτ  (сплошные кривые) для разных значений ка-

сательных усилий S . Кривые 1–3 соответствуют значениям S , равным 

3
0,25 10S

−
= ⋅ , 

3
0,8 10S

−
= ⋅ , 

3
1, 2 10S

−
= ⋅ . Как видно, на участке про-
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скальзывания графики касательных напряжений и нормальных напряже-
ний, умноженных на коэффициент трения, совпадают. Вне этого участка 
графики касательных напряжений лежат ниже графика нормальных напря-
жений, умноженных на коэффициент трения. Своего максимума нормаль-
ные напряжения достигают не на концах выемки, а возле них с внутренней 

стороны выемки в точках 0 3 / 2x b± = ± . Касательные напряжения дости-

гают максимума на концах участка проскальзывания, пока он лежит в пре-

делах отрезка 0 0( , )x x− . Когда же 0c x≥ , максимум xyτ  достигается в точ-

ках 0x±  и его величина не изменяется с возрастанием касательных уси-

лий. 
Рис. 4 иллюстрирует распределение максимальных касательных по-

верхностных напряжений maxτ  при воздействии касательных усилий 

3
0,8 10S

−
= ⋅ . Штриховая прямая изображает maxτ  при полном сцеплении 

полуплоскостей, сплошная кривая – при проскальзывании тел в области 
выемки. Видим, что максимальные касательные напряжения при полном 
сцеплении постоянные вдоль всей поверхности сопряжения. При наличии 

проскальзывания в области выемки maxτ  достигают своего минимального 

и максимального значений возле левого и правого концов участка про-
скальзывания с внутренней его стороны. Таким образом, в случае взаимо-
действия тел из пластичных материалов опасная область поверхности, в 

пределах которой может начаться пластическое течение при max Тτ ≥ τ , 

размещена у правого конца участка фрикционного проскальзывания.  

Распределение главных нормальных поверхностных напряжений 1σ , 

возникающих при действии касательных усилий 
3

0,8 10S
−

= ⋅ , изображено 

на рис. 5. Штриховая кривая соответствует полному сцеплению тел, 
сплошная – проскальзыванию в области выемки. Незначительное отличие 
этих кривых можно заметить лишь на участке проскальзывания. Таким об-
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разом, проскальзывание оказывает очень слабое влияние на главные по-
верхностные напряжения. Заметим, что в области выемки главные нор-
мальные напряжения растягивающие, а своего максимума достигают в 
центре выемки. Следовательно, при взаимодействии тел из хрупкого мате-
риала разрушение начнется именно в центре выемки, если поверхностные 

главные напряжения 1σ  здесь превысят предел прочности на растяжение 

Bσ  этого материала. 

 
Р Е З Ю М Е .  Використовуючи метод сингулярних інтегральних рівнянь, побудо-

вано аналітичний розв’язок контактної задачі про локальне фрикційне проковзування 
взаємно притиснутих півплощин, одна з яких має плитку пологу виїмку, під дією моно-
тонно зростаючого зсувного навантаження. Визначено контактні напруження і про-
аналізовано вплив проковзування на контактну міцність тіл. 

 
S U M M A R Y .  The contact problem of local frictional sliding of two pre-pressed 

half-planes, one of which has a surface recess of small height, under monotonically in-
creasing shear loading is considered. Using singular integral equations method, the ana-
lytical solution of the problem is obtained. The contact stresses and the influence of sliding 
on contact strength of mated bodies are analysed. 
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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ ЯДЕР  

НАСЛЕДСТВЕННОСТИ НЕЛИНЕЙНО-ВЯЗКОУПРУГИХ  
МАТЕРИАЛОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВЕСОВЫХ ФУНКЦИЙ 

 
При решении прикладных задач линейной и нелинейной теории вязко-

упругости важное место занимают методы определения вязкоупругих ха-
рактеристик материала, которые в случае определяющих уравнений на-
следственного типа сводятся к отысканию ядер ползучести и релаксации. 
Нахождение параметров ядер наследственности по экспериментальным 
данным проводится на основе независимых испытаний, число которых рав-
но кратности рассматриваемого ядра [1].  

В настоящей работе предлагается метод определения параметров 
ядер наследственности нелинейно-вязкоупругих материалов с независя-
щим от времени видом нелинейности, в котором, экспериментальные дан-
ные, полученные в области малых времен не отбрасываются, а задаются с 
помощью весовых функций. 

1. Постановка задачи. Исходные соотношения. Определяющие 
уравнения в нелинейной теории вязкоупругости с независящим от времени 
видом нелинейности задаются парными интегральными уравнениями [2] 

( )0

0

( ) ( ) ( ) ( )

t

t t K t dϕ ε = σ + λ − τ σ τ τ∫ % , 

( ) ( )0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

t

t t R t d  σ = ϕ ε − λ − τ ϕ ε τ τ∫ % ,                                 (1.1) 

где первое уравнение описывает процесс ползучести, а второе – процесс 
релаксации.  

Независящая от времени нелинейность процессов ползучести и релак-

сации в (1.1) определяется видом функции 0 ( )ϕ ⋅ , которая в работе задает-

ся одночленной степенной аппроксимацией 

( )0 ( )
qH

q
ϕ ε = ε ,                                                                         (1.2) 

где H , q  – коэффициенты, определяемые по результатам обработки экс-

периментальных данных испытаний образцов материала на одноосное рас-
тяжение. 

В качестве ядер наследственности рассматриваются степенные функ-
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ции [1] комбинация степенных и экспоненциальных функций [3], а также 
дробно-экспоненциальные функции [1] 

[ ]

(1 )

0

1 ( ) ( )
( )

(1 )(1 )( )

n n

n

t
K t

nt

∞ −α

α
=

−β − τ
− τ =

Γ − α +− τ
∑% , 

[ ]

[ ]

(1 )

0

( ) ( )1
( )

(1 ) (1 )( )

n n

n

t
R t

nt

∞ −α

α
=

− λ + β − τ
− τ =

Γ − α +− τ
∑% .                          (1.3) 

Здесь α , β  – параметры ядер наследственности. 

В работе предлагается метод и решается задача определения пара-
метров ядер наследственности нелинейно-вязкоупругих материалов на ос-
нове нелинейной наследственной модели (1.1). Параметры ядер опреде-
ляются по результатам испытаний на одноосную ползучесть при постоян-
ных напряжениях. Метод апробируется на задачах расчета деформаций 
ползучести при постоянных напряжениях, при полной разгрузке, а также 
релаксации напряжений. 

2. Идентификация ядер нелинейной наследственности. Как извест-
но [1], выбор эффективного метода определения параметров ядер наслед-
ственности в теории вязкоупругости существенно зависит от физической 
сущности ядра. Для ядер ползучести и релаксации в нелинейной модели 
вязкоупругости (1.1), физическая сущность устанавливается при 

( ) (0)t constσ = σ =  и соответственно при ( ) (0)t constε = ε =  путем диффе-

ренцирования каждого из уравнений в (1.1) по времени. В этом случае, учи-

тывая, что функция 0 ( )ϕ ⋅  является сложной функцией от t , для ядер не-

линейной ползучести ( )K t%  и релаксации ( )R t%  получаем с учетом (1.2) со-

отношения  

( )
1

( )1 ( )
( )

q
H t d t

K t
dt

−
ε ε

=
λ σ

% ,   
1 ( )

( )
q

q d t
R t

dtH

σ
= −

λ ε

% ,             (2.1) 

показывающие, что ядра нелинейной наследственности, как и ядра в ли-
нейной теории, являются мерами скоростей соответствующих процессов. 

Из (2.1) следует, что ядро нелинейной релаксации ( )R t%  пропорцио-

нально скорости релаксации, причем коэффициент пропорциональности 
при constε =  является величиной постоянной. Это позволяет параметры 

ядер релаксации в нелинейной модели (1.1) находить по результатам 
дифференцирования экспериментальных кривых релаксации. 

Ядро нелинейной ползучести ( )K t% , как видно из (2.1) также пропор-

ционально скорости ползучести. Однако, коэффициент пропорционально-
сти при constσ =  является величиной переменной. В этом случае пара-

метры ядра ползучести в нелинейной модели (1.1) не могут быть определе-
ны по результатам дифференцирования экспериментальной кривой ползу-
чести. 
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Эта задача решается в работе исходя из условия подобия изохронных 
диаграмм ползучести и диаграммы мгновенного деформирования, которое 
использовано при построении нелинейной модели вязкоупругости (1.1). 
Условие подобия записывается в виде 

( ) ( ) ( )0 (0) 1 ( ) ( )tG t tϕ ε = + ϕ ε ,                                             (2.2) 

где множитель 

0

1 ( ) 1 ( )

t

G t K d+ = + τ τ∫ %  

задает функцию подобия. Функция 0 ( )ϕ ⋅  в (2.2) задает диаграмму мгновен-

ного деформирования, а функция ( )tϕ ⋅  – изохронную диаграмму ползуче-

сти для произвольного момента времени t . 

Дифференцируя далее (2.2) по t  для скорости нелинейной ползучести 

получаем уравнение 

( )

( )

( )
1

0 1 ( ) 1 ( )( )

1 ( )

d G t d G td t

dt dtd G t

− ϕ + σ  +ε   
= σ 

+ σ    

,                      (2.3) 

решая которое совместно с первым уравнением в (2.1), находим, что ядро 
нелинейной ползучести 

( )1 ( )1
( )

d G t
K t

dt

+
=

λ

%                                                             (2.4) 

пропорционально скорости изменения функции подобия 1 ( )G t+ . 

3. Дискретизация ядер нелинейной ползучести. Функция подобия 

( )1 ( )G t+ , скорость изменения которой задает согласно (2.4) зависимость 

ядра нелинейной ползучести K%  от времени t , определяется исходя из 

условия подобия (2.2) изохронных диаграмм ползучести ( )tϕ ⋅  и диаграмм 

мгновенного деформирования 0 ( )ϕ ⋅ . 

Подобие диаграмм ( )tϕ ⋅  и 0 ( )ϕ ⋅  устанавливается в плоскости « ϕ − ε » 

(рис.1,а) для каждого из фиксированных уровней деформации iε  в интер-

вале 1,i = l  по параметру jt  в интервале 1,j m= .  

Осредненная функция подобия 1 ( )jG t+ , находится путем минимиза-

ции функционала 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

0

1

1 , 0 1 ,j i j t i j

i

G t G t t

=

 
Φ + = ϕ ε − + ϕ ε 

 ∑
l

,          (3.1) 
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где процедура минимизации осуществляется по методу Ньютона-Гаусса и 
имеет вид  

( )

( ) ( )( )

( )( )

0

1

2

1

, 0 ,

1

,

i t i j

i
j

t i j

i

t

G t

t

=

=

ϕ ε ϕ ε

+ =

ϕ ε

∑

∑

l

l
.                                 (3.2) 

Характерная зависимость дискретных значений осредненной функции 

подобия 1 ( )jG t+  от времени показана на рис. 1, б точками. Тонкой сплош-

ной линией нанесен один из возможных вариантов аппроксимации дискрет-
ных значений функции подобия подходящим аналитическим выражением. 

В качестве аппроксимирующей функции использован сглаживающий 
кубический сплайн  

( ) ( ) ( )
2 3

1 ( ) j j j j j j jG t A B t t C t t D t t+ = + − + − + − ,          (3.3) 

коэффициенты jA , jB , jC , jD , которого определяются по результатам 

аппроксимации численных значений функции подобия.  

Подставляя (3.3) в (2.4), для определения дискретных значений ( )jK t%  

получаем соотношение 

( ) ( ) ( )
21

2 3j j j j j jK t B C t t D t t
 

= + − + − λ  
% ,                        (3.4) 

где количество уровней jt  в общем случае не совпадает с используемым в 

(3.3). 
4. Реализация процедуры аппроксимации. Весовые функции. Дис-

кретные значения ядра нелинейной ползучести ( )K t%  рассчитываются по 

уравнению (3.4). Характерный вид зависимости дискретных значений ядра 

0t =

jt

0,iσ

,j iσ

0 , tϕ ϕ

iε , ( )e tε ε0

1 G+

0 jt 1jt + t

а б 

Рис. 1 
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K%  от времени t , показан на рис. 2 точ-

ками. Тонкой сплошной линией нанесен 
наиболее оптимальный вариант аппрок-
симации дискретных значений ядра 

( )jK t%  его аналитическим выражениям, 

например (1.3). Аппроксимация должна 
удовлетворять свойствам сингулярности 

ядра и при 0t →  отражать условие 

( )d t dtε → ∞  и соответственно 

( )K t → ∞% . 

Критерием наилучшего согласования аналитического выражения ядра 

( )K t%  с дискретными значениями ядра ( )jK t%  является минимум функцио-

нала 

( ) ( ) ( ){ }
* 1

2

1
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n

s j j s

j

F q p t K t K t q

−

=

 λ = − λ +
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( ) ( )

*

2
,

n

j s

j n

K t K t q

=

 + − λ
 ∑ % % ,                                        (4.1) 

где весовая функция ( )jp t  задается соотношением 

( ) ( )

( ) ( )

1

* *

,
( ) 1

,

m

j s

j
s

K t K t q
p t

K t K t q

−
 

− λ 
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− λ
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% %

% %
,                                       (4.2) 

причем ( ) 0jp ⋅ → , когда ( , )sK t q → ∞ , и ( ) 1jp ⋅ = , когда 

( ) ( , )j sK t K t q= λ% % . Здесь *n  – число дискретных значений ядер ползучести 

в области *{0, }t ; m  – порядок моментов разностей ( 2, 3, 4, ...)m = . 

Параметр λ  и параметры ядер ползучести sq  в (4.2) определяются в 

два этапа. На первом этапе определяются начальные значения 0λ  и 0sq  

искомых параметров в (4.2) без учета дискретных значений ядер ( )jK t%  из 

области *{0, }t . На втором этапе значения параметров 0λ  и 0sq , исполь-

зуются для определения весовых функций ( )jp t . Подставляя значения 0λ  

и 0sq  в (4.2), для весовых функций ( )jp t  получаем соотношение 

*t t0

Kλ %

Рис. 2 
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которое позволяет варьировать значения ( )jp t  при варьировании момен-

тов разностей m . Окончательные значения весовых функций ( )jp t  уста-

навливаются исходя из величины суммарной квадратичной ошибки 

( ) ( ){ }
* 2

0 0( ) ,

n

j j s

j n

p t K t K t q

=

 δ = − λ
 ∑ % % ,                             (4.4) 

которая соответствует квадратичной ошибке первого слагаемого в (4.1). 
Сумма в (4.4) является убывающей при возрастании величины m . Как 

результат определяются значения ( )jp t , соответствующие минимальной 

ошибке minδ , и далее в функционале (4.2) используются для определения 

окончательных значений параметров λ  и sq . 

5. Экспериментальная апробация метода. В работе апробация ме-
тода определения параметров ядер осуществляется на задачах расчета 
деформаций ползучести при постоянных напряжениях, полной разгрузке и 
релаксации напряжений. 

5.1. Выбор структуры ядра ползучести. Определение параметров 
ядра. Исходной характеристикой вязкоупругих свойств материала в нели-

нейной модели (1.1), является ядро ползучести ( )K t − τ% . Структура и пара-

метры ядра определяются по результатам обработки экспериментальных 
данных, полученных при одноосном растяжении и нескольких уровнях по-

стоянных напряжений. Ядра релаксации ( )R t − τ  являются резольвентами 

ядер ползучести ( )K t − τ%  и значения параметров ядер совпадают. 

Для обоснования структуры ядра ползучести и определения его пара-
метров в работе используются заимствованные экспериментальные дан-
ные для фторопласта-4 (М1) [4] и стеклопластика ТС-8/3-250 (М2) [5] при 

растяжении под углом 45ϕ = °  к направлению армирования. 

На рис. 3 представлены дискретные значения ядер ползучести (точки) 
для фторопласта-4 (а) и для стеклопластика ТС-8/3-250 (б), рассчитанные 
по изложенной в разделе 3 методике. Значения ядер ползучести рассчита-
ны на основе экспериментальных кривых ползучести, полученных при на-

пряжениях 5,1kσ = , 8,5 , 10, 2 , 11,8  и 14,1  МПа  для фторопласта и при 

напряжениях 19,9kσ = , 39,8 , 59,7 , 79,6 , 99,5  и 119,4  МПа  для стек-

лопластика. Линиями нанесена аппроксимация дискретных значений ядер 
аналитическими выражениями ядер. Аппроксимация степенным ядром по-
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казана штриховой линией, экспоненциально-степенным ядром штрихпунк-
тирной линией, а ядром (1.3) – тонкой сплошной линией. 

Значения параметров α , β  и λ  ядер наследственности, рассчитан-

ных исходя из минимизации функционала (4.1) с учетом (4.3) и соответст-
вующих аппроксимации на рис.3, приведены в таблице. Здесь же приведе-

ны значения коэффициентов q  и H  в уравнении (1.2), задающим диа-

грамму мгновенного деформирования 0 ( )ϕ ⋅ . 

Из данных, приведенных на рис. 3, следует, что наилучшая аппрокси-
мация дискретных значений ядер ползучести достигается с использовани-
ем дробно-экспоненциального ядра (1.3). Максимальная погрешность в 
этом случае не превышает 9% и дальнейший расчет ведется на основе 
дробно-экспоненциального ядра. 

5.2. Ползучесть при постоянных напряжениях. Напряжение ( )tσ , за-

дадим условием 

( ) ( ) kt h tσ = σ  ( )1,k m= ,                                                                (5.1) 

где ( )h t  – единичная функция Хевисайда ( ( ) 0h t =  при 0t <  и ( ) 1h t =  при 

0t ≥ ), k constσ = . 

Разрешение первого уравнения в (1.1) относительно деформации пол-

зучести ( )tε , будет  

[ ]

1
(1 )(1 )

0

( )
( ) 1

(1 )(1 ) (1 )(1 )

q
n n

k

n

q t
t

H n n

∞ −α +

=

  −β 
 ε = σ + λ 

− α + Γ − α +    
∑ ,             (5.2) 

α  β , час
-(1+α) 

λ , час
-(1+α) Мате- 

риалы 
q  H , МПа

(С.) (Э.-С.) (Д.-Э.) (Э.-С.) (Д.-Э.) (С.) (Э.-С.) (Д.-Э.) 

М1 3,4·10-1 8,0 7,8·10-1 3,3·10-1 4,0·10-1 1,2·10-3 7,0·10-2 10-1 1,6·10-2 2,0·10-2 

М2 3,9·10-1 211,7 8,7·10-1 3,6·10-1 6,5·10-1 5,2·10-3 1,9·10-1 2,7·10-1 2,0·10-2 1,2·10-1 
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где принято ( ) 1h t = . 

Деформации ползучести ( )tε , рассчитанные по уравнению (5.2) с ис-

пользованием параметров ядра (1.3), приведенных в таблице, сопоставле-
ны на рис. 4 с экспериментальными данными для фторопласта-4 (а) и для 
стеклопластика ТС-8/3-250 (б). Здесь и далее экспериментальные данные 

нанесены точками, а результаты расчетов – штриховыми линиями. Уровни 

напряжений kσ  соответствуют значениям напряжений, приведенным в 

разделе 5.1. Максимальная погрешность между результатами расчетов и 
экспериментальными данными составила 20% и получена для стеклопла-

стика ТС-8/3-250 при 119,4 МПаσ =  для 48 часов. 

5.3. Обратная ползучесть при полной разгрузке. Условие нагружения 
при реализации режима полной разгрузки записывается в виде 

( ) ( ) ( )1 1 1t h t h t tσ = σ − − σ ,                                                        (5.3) 

где 1σ  – напряжение, приложенное в момент времени 0τ = ; 1t  – момент 

полной разгрузки; ( )h ⋅  – функция Хевисайда. 

Разрешая первое уравнение в (1.1) с учетом (1.2) и (5.3) относитель-

но ( )tε , подставляя ядро ползучести (1.3), получаем уравнение 

[ ]

(1 )(1 )
1
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( ) ( )
( ) 1

(1 )(1 ) (1 )(1 )

n n

n

q h t t
t

H n n

∞ −α +

=

  σ −β
 ε = + λ −

− α + Γ − α +   
∑  
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1
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n

q h t t t t

H n n
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=

 σ − −β − 
 − + λ 

− α + Γ − α +  
∑ .    (5.4) 
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Значения деформаций обратной ползучести ( )tε , рассчитанных по 

уравнению (5.4) с использованием параметров ядра (1.3), приведенных в 
таблице, сопоставлены на рис. 5 для фторопласта-4 (а) и для стеклопла-
стика ТС-8/3-250 (б). Режим нагружения фторопласта включал нагружение с 

начальным напряжением 1 5 МПаσ =  (○) и полную разгрузку в момент 

времени 1 14400t =  часа, а стеклопластика – нагружение с начальным на-

пряжением 1 19,9 МПаσ =  (○) и полную разгрузку в момент времени 

1 1300t =  часов. В этом случае, как видно из рис. 5, результаты расчетов с 

экспериментальными данными не согласуются. Это, по-видимому, объяс-
няется тем обстоятельством, что исследованные материалы являются не 
полностью вязкоупругими. После разгрузки возникают остаточные дефор-
мации, которые нелинейной моделью (1.1) не учитываются. 

5.4. Релаксация напряжений. В режиме релаксации напряжений на-

чальное условие нагружения 0τ =  задается соотношением (5.1). Для всех 

t > τ , начальная деформация 

(0)
(0) k

k

h
const

E

σ
ε = =                                                                    (5.5) 

удерживается постоянной. 

Зависимость напряжения kσ  от времени t , исходя из второго соотно-

шения в (1.1) с учетом (1.3) и (5.5), записывается в виде 

[ ]

(1 )(1 )

0

(0) ( )
( ) 1

(1 )(1 ) (1 )(1 )

n n
k

k

n

H t
t

q n n

∞ −α +

=

 ε −λ 
σ = − λ 

− α + Γ − α +  
∑ ,              (5.6) 

где принято, что 0τ = , а (0) 1h = . 

Кривые релаксации напряжений, рассчитанные по уравнению (5.6), со-
поставлены на рис. 6 с экспериментальными данными для фторопласта-4 
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Рис. 5 
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(а) и для стеклопластика ТС-8/3-250 (б). Начальные значения напряжений 

(при 0t = ) для фторопласта составили (0) 15,3k МПаσ =  (○), а для стек-

лопластика – (0) 59,7kσ =  (○), 79,6  ( ) и 99,5  (●) МПа . При этих значе-

ниях напряжения удерживались согласно (5.5) для фторопласта постоян-

ными значения деформаций 
1

(0) 2,8 10k
−

ε = ⋅  (○), а для стекло-пластика –

3
(0) 3,5 10k

−
ε = ⋅ (○), 

3
7,3 10

−
⋅  ( ) и 

2
1,3 10

−
⋅  (●). Максимальная погреш-

ность между результатами расчетов и экспериментальными данными со-

ставила 16% и получена для ТС-8/3-250 при 99,5 МПаσ =  при 200t =  

часов. 
Параметры ядер нелинейной наследственности  определяются по ре-

зультатам аппроксимации их дискретных значений  соответствующим ана-
литическим выражением. В процессе, значения ядер в области сингулярно-
сти учитываются с использованием весовых функций. 

Метод определения параметров ядер нелинейной наследственности 
апробируется экспериментально на задачах расчета деформаций ползуче-
сти при постоянных напряжениях, полной разгрузке и релаксации напряже-
ний. В качестве ядра ползучести выбрана дробно-экспоненциальная функ-
ция Работнова, наилучшим образом аппроксимирующая значения ядер. В 
целом получено вполне удовлетворительное согласование результатов 
расчета деформаций ползучести и релаксаций напряжений с эксперимен-
тальными данными для фторопласта-4 при одноосном растяжении и для 

стеклопластика ТС-8/3-250 при растяжении под углом 45ϕ = °  к направле-

нию армирования. 
 
Р Е ЗЮМ Е .  Запропоновано метод та викладено основні процедури визначен-

ня ядер спадковості в нелінійній теорії в’язкопружності із незалежною від часу нелі-
нійністю. Метод ґрунтується на подібності ізохронних діаграм повзучості та діаграми 
миттєвого деформування. Параметри ядер визначаються шляхом апроксимації дис-
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кретних значень ядер і отримані  диференціюванням осередненої функції подібності. 
Дискретні значення ядер в області сингулярності враховано за допомогою вагових 
функцій. Метод апробовано експериментально на задачах розрахунку деформацій 
повзучості за умов сталих напружень, повного розвантаження та релаксації напру-
жень на прикладі фторопласту-4 та склопластику ТС-8/3-250. 

 
S U M M A R Y .  The method and the basic procedures of the determination of he-

redity kernel parameters of non-linear viscoelastic materials with the time independent 
nonlinearity have been suggested. The method is based on the realization of the similarity 
condition of the isochronous creep diagrams and the momentary deformation diagram. The 
kernel parameters are determined as an approximation result of kernel discrete values that 
have been obtained by the differentiation of the averaged similarity function. The discrete 
values of kernel are taken into account using weight functions in the singularity range. The 
method has been approved experimentally on the calculation problems of creep strains 
under constant stresses, creep strains under full offloading as well as stress relaxation as 
an example of fluoroplastic-4 and glass-fibre reinforced plastic ТС-8/3-250. 
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ВЛИЯНИЕ ТРЕНИЯ БЕРЕГОВ МЕЖФАЗНОЙ ТРЕЩИНЫ  
НА РАЗВИТИЕ НАЧАЛЬНОЙ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ЗОНЫ   

 
Исследования напряженно-деформированного состояния вблизи меж-

фазной трещины обнаружили существование в окрестности ее вершины 
осциллирующей особенности, одним из следствий которой является физи-
чески недопустимое перекрытие берегов трещины. Данный результат трак-
туется как невозможность прямого перехода от адгезии к разделению ма-
териалов и необходимость введения вблизи вершины промежуточной зоны 
контакта берегов, размер которой зависит от характера нагрузки и свойств 
контактирующих материалов [1]. Соответствующая модель межфазной 
трещины с контактной зоной рассмотрена в работах Комниноу [1–3], где 
показано, что контакт берегов вблизи вершины трещины устраняет осцил-
ляции напряжений и смещений, сохраняя, тем не менее, степенную осо-
бенность напряжений. В различных версиях модели Комниноу предполага-
ется как гладкий контакт берегов, так и наличие трения между ними. В част-
ности, при сдвиге учет трения приводит к увеличению длины контактной 

зоны и отклонению показателя сингулярности напряжений от 
1 2r−

. В рабо-
те [4] показано также влияние трения берегов на отклонение межфазной 
трещины от границы раздела сред. 

Изменение характера напряженно-деформированного состояния вбли-
зи вершины трещины вследствие контакта берегов должно повлиять на 
конфигурацию начальной зоны предразрушения, образующейся в конце 
трещины сразу же после нагружения тела из-за возникающей в нем концен-
трации напряжений. В работе [5] в рамках бесфрикционной модели Комниноу 
выполнен расчет начальной пластической зоны предразрушения. При этом 
оказалось, что используемые обычно критерии выбора направления пласти-
ческой зоны (условие максимума скорости диссипации энергии, условие мак-
симума длины пластической зоны и др.) предсказывают ее развитие вдоль 
границы раздела сред, что лишь частично согласуется с результатами анало-
гичных расчетов в случае межфазной трещины без контактной зоны [6], а 
также с результатами компьютерного моделирования пластической зоны в 
конце межфазной трещины [7]. Предполагая причину указанных расхождений 
в пренебрежении трением между контактирующими берегами, в данной ра-
боте выполнен расчет начальной пластической зоны с учетом трения. 

1. Постановка задачи. В условиях плоской деформации рассматрива-
ется статическая задача о расчете начальной пластической зоны в кусочно-
однородном теле, которая выходит из вершины трещины, расположенной 
на плоской границе раздела двух различных изотропных упруго-
пластических сред. В соответствии с моделью Комниноу, предполагается 
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частичный контакт примыкающих к вершине трещины берегов, взаимодей-
ствующих по закону сухого трения Кулона.  

Согласно гипотезе локализации [8], пластическая зона на начальном 
этапе ее развития представляет собой тонкий слой материала – узкую по-
лоску пластичности, которую ниже будем моделировать исходящей из вер-
шины трещины под углом α  к границе раздела сред прямой линией разры-

ва касательного смещения, на которой касательное напряжение равно пре-

делу текучести sτ  материала, в котором она образуется. На исследуемом 

этапе развития пластической зоны ее длина l  значительно меньше длины 

контактной зоны, размер которой при сдвиге сравним с длиной трещины. 
Поскольку для определения конфигурации и размеров пластической зоны 
достаточно знать напряженно-деформированное состояние лишь в ее не-
посредственной окрестности, то в качестве решения соответствующей ста-
тической задачи теории упругости можно рассматривать решение задачи 
для кусочно-однородной упруго-пластической плоскости, составленной из 
двух полуплоскостей и содержащей на их границе полубесконечный разрез, 
берега которого взаимодействуют по закону сухого трения, с исходящей из 
его конца линией разрыва, расположенной в материале с упругими посто-

янными 1E , 1ν , который предполагается более пластичным, чем материа-

лы второго тела и связующего. На бесконечности главные члены разложе-
ний напряжений в асимптотические ряды представляют собой удовлетво-
ряющие условию затухания напряжений доминирующие слагаемые реше-
ния аналогичной задачи без линии разрыва, которое содержит произволь-

ную постоянную IIk   – коэффициент интенсивности напряжений в конце 

контактной зоны, характеризующий интенсивность внешнего поля. Посто-

янная IIk  считается заданной по условию задачи. 

Граничные условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

0θ = ,   0rθ θ< σ >=< τ >= ,     0ru uθ< >=< >= , 

θ = α ,   0rθ θ< σ >=< τ >= ,    0uθ< >= ,  

θ = ±π    < 0rθ θσ >=< τ >= ,   0uθ< >= ,   rθ θτ = −µσ ;                   (1.1) 

θ = α ,   r l< ,   r sθτ = ±τ ;   θ = α ,   r l> ,   0ru< >= ;                 (1.2) 

θ = α ,   r → ∞ ,   ( ) ( )1
II r

k F r o
λ

θτ = α + ,                                       (1.3) 

( )
( )

( ) ( ) ( ){ }
2

2 1 cos 2 1 cos
2

F

λ
π

α = + λ + β + λ α − λ + β λα   , 

( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 1

1

1

e e

e e

+ χ − + χ
β =

+ χ + + χ
 

1 1

2 2

 
− ≤ β ≤ 
 

, 

β  – параметр Дундурса, причем 2 1

1 2

1

1

E
e

E

+ ν
=

+ ν
,   

( ) ( )1 2 1 2=3 4χ − ν ; λ  – един-
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ственный на интервале (-1, 0) корень уравнения ctg 0λπ + µβ = ;  f< >  – 

скачок величины f ; 1E , 2E  и 1ν , 2ν   – модули Юнга и коэффициенты 

Пуассона контактирующих сред, µ  – коэффициент трения берегов.  

Для контакта берегов требуются сжимающие усилия вблизи вершины 
трещины, что накладывает ограничение на знак коэффициента интенсивно-

сти напряжений в конце контактной зоны: 0IIkβ ≥ . Вблизи конца линии 

разрыва в силу общих положений о поведении напряжений в окрестностях 
угловых точек упругих тел реализуется асимптотика, представляющая со-
бой удовлетворяющее условию непрерывности смещений доминирующее 
слагаемое решения однородной задачи теории упругости для плоскости, 
содержащей полубесконечную прямую линию разрыва касательного сме-
щения. В частности, справедливы асимптотики 

θ = α ,   0r l→ + ,   
( )

~
2

r

K

r l
θτ

π −

;                                         (1.4) 

θ = α ,   0r l→ − ,   
( )

( )

2
1

1

4 1
~

2

ru K

r E l r

− ν
∂

−
∂ π −

, 

где K  – коэффициент интенсивности напряжений в конце линии разрыва, 
который должен быть определен в ходе решения задачи. 

Решение сформулированной краевой задачи теории упругости пред-
ставим в виде суммы решений следующих двух задач. Первая отличается 
от нее тем, что в (1.2) вместо первого условия считается, что 

θ = α ,   r l< ,   ( )1r IIk F rλ

θτ = τ − α   ( )1 sτ = ±τ ,                     (1.5) 

а на бесконечности напряжения затухают как (1/ )o r . Вторая задача – ана-

логичная задача без линии разрыва, решение которой известно. Поэтому 
достаточно найти решение лишь первой задачи. 

2. Решение уравнения Винера-Хопфа задачи. Решение рассматри-
ваемой задачи получим методом Винера-Хопфа в сочетании с аппаратом 
интегрального преобразования Меллина [9, 10]. Применив преобразование 
Меллина к уравнениям равновесия, условию совместности деформаций, 
закону Гука, условиям (1.1) и учтя второе условие (1.2) и условие (1.5), при-
ходим к функциональному уравнению Винера-Хопфа первой задачи:  

( ) ( ) ( )
1 2 ctg

1 1
p p G p p

p p

+ −τ τ
Φ + + = π⋅ Φ

+ + λ +
,                                (2.1) 

( ) ( )

1

,
p

rp l d

∞

+

θΦ = τ ρ α ρ ρ∫ ,   ( )

( )

1

1

2
1 0

4 1

pr

r l

E u
p d

r

−

=ρ

θ=α

∂
Φ = ρ ρ

∂− ν
∫ , 
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( )2 IIk F lλ
τ = − α ,   ( )

( )

( ) ( )

1

0cos

D p
G p

p D p
=

π
,    

( ) ( )( ) ( ) ( ){0 1 2 1 22 1 1 cosD p e e e e p= + χ + χ + χ + + χ π −    

( ) ( ) ( )}2 11 sine e p−µ + χ − + χ π   ; 

( ) ( ) ( )1 10 11D p D p D p= + µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 2

10 1 1 2 1 2 1 31 1 1 1 1D p e e= + χ δ + + χ + χ δ + − + χ δ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22

1 4 2 1 5 2 61 1 1 1 1 1e e e e+ − + χ δ + + χ + χ δ + + χ − δ +  

( ) ( ) ( ) ( )( )
22

2 6 2 1 71 1 1 1 1e e e e+ + χ − δ + + χ + χ − δ , 

( ) ( )
2 2

1 sin sinp pδ = α − π − α , 

( )
2 2 2

2 sin 2 sin 2 2 sin cos 2 sin sinp p p p p p δ = α α + α α + α − π
 

, 

( )
2 2 2

3 4sin sin sin sin 2p p p δ = α π − α − α + α×
 

 

( )sin 2 sin 2p p× α − π − α   , 

( )
2 2

4 4 sin sin sin sin cosp p p pδ = α α + α π − α π −


 

( ) [ ( )
2 2 2

sin cos sin 2 sin 2 sin 2 ,p p p p p− α π − α − α α − π − α 
 

( )2 2 2
5 sin 1 4 sin sin 2 sin 2p p p pδ = α − α + α α −  

( ) ( )sin sin 2cos sin ,p p p p− π − α π + α + π α    

( ) ( )6 2cos 2sin sin sin 2 sin 2p p p p pδ = π π − α α + α π − α −  

( )
2 2

2 sin cos 2p p − α π − α


, 

( )
2 2 2 2

7 4 sin sin cosp p p δ = − α α + π − α +
 

 

( )
2 2

sin 2 sin 2 4sin sinp p p+ α π − α + α α ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 11 111 2 1D p D p e D p= − + χ − − % , 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22

11 1 1 2 2 31 1 4 1 sinD p e e p= + χ δ + + χ δ + − πδ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 4 1 5 2 61 1 2 1 1 2 1 1e e e e+ + χ + χ δ + − + χ δ + + χ − δ , 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22

11 1 1 2 21 1 2 1 3 1 1D p e e e e = + χ δ + + χ + − + + χ − ×  
%%  

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 1 4sin 1 1 2 1 1p e e× πδ + + χ + χ δ + − + χ δ% % % , 

( ) ( )1 0,5 sin 2 sin 2p pδ = α − π − α   , 

( ) ( )
2 2

2 2 sin sin 2 1 2 cos 2 sin cosp p p p pδ = α α + − α α α +  

( ) ( )sin cos 2sin sinp p p p+ π − α π + α − π α   , 

( ) ( ) ( )( )
2 2

3 2 sin sin sin sin cos sinp p p p p p pδ = α π − α α − α α π − α − α +

( )( ) ( )sin sin cos sinp p p + α α π − α + α − π − α  , 

( ) ( )4 sin cos sin sin 2 sin cos cos 2p p p pδ = − α α + α α + α α α +  

( )2sin sin sinp p p+ α π π − α , 

( ) ( ) ( )( )5 sin sin sin 2 sin sin sin 2p p p p p δ = − α α α + π − α π − α + α − α ×   

( ) ( )( )
2

sin sin 2sin sin sin sinp p p p p × α + π − α α π + α π − α + α  , 

( ) ( )
2 2

6 2 sin sin 2cos cos 2p p p p pδ = α α α − π − α +   sinp α ×  

( )( ) ( ) ( )( )
2 2

2cos sin sin sin sinp p p p × α α − π − α − π + α π − α − α +  
 

( )( ) ( )sin cos cos 4sin sin sinp p p p + α α − π − α + α − α π π − α  ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 cos cos sin sin cosp p p p p pδ = π − α + α α π − α − α π − α  
% , 

( ) ( ) ( )
2 2

2 sin 2 sin 2 2 sin cos 2p p p p pδ = α π − α − α π − α +%  

( )2sin sinp p+ α π − α , 

( ) [ ]
2 2 2

3 sin sin 2 sin 2 sin 2cos sinp p p p p pδ = α α + π + α α α −


%  

( )cos p− π + α ( )( ) ( )cos sinp pπ − α − α + π − α ×  

( )( )cos cos 2sin sinp p p × α π + α + α − π α  , 

( ) [ ] ( )
2 2

4 0,5 sin sin 2 sin 2 sin cos sinp p p p p p pδ = α α + π + α π π − α ×
%  

( )sin 1p× − α + ( )
2

2cos sin sin sinp p pα α − π − α α ×


 

( )sin cos sinp p× π + α π + α   ; 
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1 2Re  p−ε < < ε , 1ε  и 2ε  – достаточно малые положительные числа. 

Функция ( )G it  ( )t−∞ < < ∞  при ctg 1µ α <  имеет четную положитель-

ную вещественную и нечетную мнимую части, которые при t → ±∞  стре-

мятся соответственно к 1 и 0. Поэтому функция ( )G p  имеет индекс 0 по 

мнимой оси и может быть факторизована с помощью формулы Гахова [11]: 

( )
( )

( )

G p
G p

G p

+

−
=   ( )Re 0p = , 

( ) ( )

( )

,   Re 0;ln1
exp

2 ,   Re 0.

i

i

G p pG z
dz

i z p G p p

∞ +

−

− ∞

   <  = 
 π − > 

∫                              (2.2) 

Кроме того, имеет место факторизация  

( ) ( )ctgp p K p K p+ −
π = ,   ( )

( )

( )

1

1/ 2

p
K p

p

±
Γ

=
Γ

m

m
,                       (2.3) 

где ( )zΓ  – гамма-функция. Тогда уравнение (2.1) можно привести к виду 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1

p

pK p G p K p G p K G

+

+ + + + + +

 Φ τ
 + − +

+  − − 

 

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1

1 1 1p K p G p K G+ + + +

 τ
 + − =

+ λ +  −λ − −λ − 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1

p K p

pG p p K G

− −

− + +

Φ τ
= − −

+ − −

 

( ) ( ) ( )

2

1 1 1p K G+ +

τ
−

+ λ + −λ − −λ −

 ( )Re  0p = .                  (2.4) 

Функция в левой части уравнения (2.4) аналитична в полуплоскости 

Re 0p < , а функция в его правой части аналитична в полуплоскости 

Re 0p > . Тогда в соответствии с принципом аналитического продолжения 

должна существовать единая функция, аналитическая во всей плоскости 
комплексной переменной p , которой будут равны в соответствующих по-

луплоскостях левая и правая части (2.4). Для ее нахождения применим 
теорему абелева типа [9] к асимптотикам (1.4), получим 

( )
2

K
p

pl

+
Φ =

−

 ( ), Re 0p p→ ∞ < , 
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( )
2

K
p

pl

−
Φ = −  ( ), Re 0p p→ ∞ > .                                              (2.5) 

С помощью (2.2), (2.3) и (2.5) легко убедиться, что левая и правая части 
уравнения (2.4) стремятся к нулю при p → ∞ . Тогда по теореме Лиувилля 

единая аналитическая функция тождественно равна нулю во всей плоско-
сти p , отсюда находим точное решение уравнения (2.4): 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

1
p K p G p

p K p G p

+ + +

+ +

 τ
Φ = − −

+  

 

( ) ( )

1

1 1K G+ +


− +

− − 

2

1p

τ
×

+ λ +
 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1K p G p K G
+ + + +

 
× − 
 −λ − −λ −  

 ( )Re 0p < , 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1

pG p
p

K p p K G

−

−

− + +

 τ
Φ = +

 + − −

 

( ) ( ) ( )

2

1 1 1p K G+ +

τ
+

+ λ + −λ − −λ − 

 ( )Re 0p > .                (2.6) 

Из (2.6) находим асимптотику трансформанты ( )p−
Φ : 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 21
~

1 1 1 1
p

p K G K G

−

+ + + +

 τ τ
 Φ +

 − − −λ − −λ − 

 ( )p → ∞ , 

откуда путем сравнения с (2.5) определим коэффициент интенсивности 
напряжений в конце линии разрыва: 

( ) ( ) ( ) ( )

1 22
1 1 1 1

K l
K G K G+ + + +

 τ τ
 = − +

 − − −λ − −λ − 

.                    (2.7) 

3. Определение конфигурации начальной пластической зоны. При 
заданной внешней нагрузке пластическая зона растет, пока локальная ин-
тенсивность напряжений в ее конце не достигнет предельного значения 

2cK , представляющего собой вязкость скольжения  материала, в котором 

она развивается. При условии 2c sK l= τ  правую часть (2.7) можно при-

равнять к нулю и получить следующее выражение для длины зоны: 
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( ) 0l R l= α ,   

1/

0
II

s

k
l

− λ
 

=  
τ 

,   ( )
( )

( )

1/

1

2

2

1

F G
R

K G

− λ

+

 α
 α =

 π −λ − 

,   (3.1) 

( ) ( )( )
1 2

0

ln arg1
exp

1

G it t G it
G dt

t

∞ + ⋅
 =
 π + 
∫ , 

( ) ( ) ( )( )

( )
2 22

0

1 ln arg1
exp

1

G it t G it
G dt

t

∞ λ + + ⋅
 =
 π + λ + 
∫ . 

Согласно (3.1) размер пластической зоны-полоски нелинейно растет с 
увеличением внешней нагрузки, входящей в выражение для длины только 

через КИН IIk  в конце контактной зоны. Кроме того, ее длина тем больше, 

чем пластичнее материал, в котором происходит ее развитие. Степень 

1/− λ  отношения /II sk τ  в l  отличается от соответствующей бесфрикцион-

ному контакту берегов степени 2, причем 1/ 2− λ >  при 0µβ >  и 1/ 2− λ <  

при 0µβ < . 

Определение длины зоны должно осуществляться согласованно с вы-
бором направления ее развития, поскольку от угла отклонения зоны α  от 

линии раздела сред зависит множитель R  в (3.1). Для определения угла 
наклона начальной пластической зоны используем критерий максимальной 
скорости диссипации энергии. Величина диссипации упругой энергии ока-

зывается связанной с трасформантой Меллина (1)
−

Φ : 

( )
( )

( )

2
1 2

1

4 1
, 1sW t l

E

−
− ν

α = − τ Φ . 

Используя найденное выше решение (2.6), получаем 

( )
( ) ( )

( )

2 2 2
1

1

1
,

2 2

s II

s

k t
W t w

E

− λπ − ν τ  λ
α = − α 

λ + τ 
, 

( )
23

1

( )
G

w R
G

α = α ,   
( ) ( )( )

3 2

0

ln arg1
exp

1

G it t G it
G dt

t

∞ − ⋅− =
 π + 
∫ . 

Отсюда находим скорость диссипации энергии: 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( )

2 2 2
1

1

1, 1

2

s II II

s II

dW t k t k t
w

dt E k t dt

− λπ − ν τα  
= α 

λ + τ 
.             (3.2) 

Пусть ( )IIk t  является возрастающей положительной или убывающей 
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отрицательной функцией времени, так что 
( )1

0.
( )

II

II

k t

k t dt
>  Тогда условие 

максимума скорости диссипации энергии эквивалентно требованию макси-

мума функции ( )w α . 

Расчеты показывают, что функция ( )w α  имеет максимум при 0α = ° , 

что соответствует распространению начальной пластической зоны вдоль 
границы раздела сред в одном из материалов тела или в связующем в за-

висимости от уровня их пластичности. Вместе с тем, в случае 0µ >  суще-

ствует второй максимум  при 90α > ° , который можно трактовать как воз-

можность образования боковой пластической зоны, если сдвиг в исследуе-
мом материале происходит в направлении от границы раздела сред к тре-
щине. Этот результат полностью согласуется с выводами работ [6, 7], в 
которых на основании как аналитических, так и числовых исследований в 
зависимости от конфигурации внешней нагрузки предсказывается сущест-
вование боковой пластической зоны в конце межфазной трещины в кусоч-
но-однородном твердом теле. 

Результаты расчетов угла наклона α  пластической  зоны-полоски к 

границе раздела сред и соответствующая ему длина в единицах 0l , выпол-

ненных по формулам (3.1) и (3.2) для отношений модулей Юнга 

1 2/ 0,5E E = , 1 2/ 2E E =  и коэффициентов Пуассона 1 2 0,3ν = ν = , пред-

ставлены в таблице. Здесь же для сравнения приведены значения угла 1α , 

определяемого из условия максимума касательного напряжения (1.3), и 

угла 2α , соответствующего максимуму длины пластической зоны (3.1). 

Представленные в таблице значения углов наклона пластической зоны, 
найденных по трем различным критериям, согласуются между собой и со 

значениями, полученными в [7] в рамках модели межфазной трещины без 
контакта берегов. Это свидетельствует о большей адекватности рассмот-
ренной в данной работе модели пластической зоны в конце межфазной 
трещины, берега которой взаимодействуют по закону сухого трения, в от-

α°  0l l  1α °  2α °  α°  0l l  1α °  2α °  
µ  

1 2/ 0,5E E =  1 2/ 2E E =  

0,25 127,8 0,1127 124,1 126,4 125,9 0,0975 123,4 124,9 

0,50 128,1 0,1127 124,9 127,1 124,2 0,0941 122,6 123,7 

0,75 128,6 0,1127 125,7 127,9 122,7 0,0911 121,8 122,5 

1,00 129,2 0,1128 126,6 128,8 121,3 0,0884 120,9 121,4 

1,50 130,7 0,1136 128,3 130,8 118,9 0,0838 119,4 119,4 

2,00 132,7 0,1151 130,0 133,2 116,7 0,0801 118,0 117,6 

3,00 138,0 0,1206 133,6 139,0 113,0 0,0747 115,3 114,3 

4,00 146,5 0,1299 137,2 146,4 109,8 0,0709 112,9 111,5 
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личие от аналогичной модели без трения, исследованной в [6]. По-
видимому, за счет включения в модель трения стало возможным до опре-
деленной степени учесть влияние внешней нагрузки на конфигурацию пла-
стической зоны, что было невозможно в рамках модели [6]. Согласно полу-
ченным результатам, угол наклона и длина пластической полосы растут с 

увеличением коэффициента трения при 1 2/ 1E E <  и убывают при 

1 2/ 1E E > . При этом влияние трения на угол наклона пластической полосы 

оказывается сильнее, чем выявленное в [4] его влияние на начальный по-
ворот межфазной трещины. 

 

Р Е ЗЮМ Е .  В умовах плоскої деформації методом Вінера-Хопфа здійснено 
розрахунок початкової пластичної зони біля кінця міжфазної тріщини в кусково-
однорідному ізотропному пружно-пластичному тілі, береги якої контактують з тертям. 
Пластична зона моделюється прямою лінією розриву дотичного зміщення, що вихо-
дить з кінця тріщини під кутом до межі розділу середовищ. Досліджені залежності 
довжини пластичної зони і кута її нахилу від пружних параметрів тіла та коефіцієнта 
тертя. 

 

S U M M A R Y .  The calculation of the initial plastic zone near the end of the interfa-
cial crack with friction between the crack lips in piece-homogeneous isotropic elasto-plastic 
body under plane strain by the Wiener-Hopf method is presented. The plastic zone is mod-
eled by the direct line of tangential displacement rupture emerging from the end of the 
crack. The dependences of the length of the plastic zone and of the angle of the slope on 
the elastic parameters of the body and on the friction coefficient are investigated. 
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М. О. ШУЛЬГА, д-р физ.-мат. наук, С. А. ГРИГОРЬЕВ 
 

НЕСТАЦИОНАРНЫЕ УПРУГОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ  
СФЕРИЧЕСКОГО ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОГО ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ  

С ЗАКРЕПЛЕННОЙ ВНУТРЕННЕЙ ГРАНИЦЕЙ 
 

В связи с широким применением пьезоэлектрических преобразователей 
как элементов конструкций возникает повышенный интерес к исследованию 
их поведения при динамических нагрузках. Условия эксплуатации пьезоке-
рамических элементов конструкций достаточно разнообразны и возможны 
различные способы закрепления и нагружения. Анализ динамического элек-
тромеханического состояния пьезокерамических элементов конструкций 
при разных типах закрепления необходим для их оптимального примене-
ния. В работах [1, 2] изучались колебания полого пьезокерамического шара 
со свободными внешними поверхностями при возбуждении электрическим 
потенциалом. В данной статье исследуются колебания поляризованного по 
толщине пьезокерамического шара с закрепленной внутренней поверхно-
стью. Внешняя поверхность шара свободна от механических нагрузок. Рас-
сматриваются колебания шара при возбуждении электрическим потенциа-
лом, приложенным к электродированным внешним поверхностям шара.  

Постановка задачи. Рассмотрим полый поляризованный по толщине 

пьезокерамический шар с радиусом срединной поверхности R  и толщиной 

стенки 2h . Колебания шара описываются уравнением движения и квази-

статическим уравнением для электрической индукции [3, 5] 

2
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Начальные условия накладываются на перемещения и их скорости [4] 

( ) ( )
0

, 0u r u r= ,   ( ) ( )
1

, 0
u

r t u r
t

∂
= =

∂
.                                         (3) 

Внутренняя поверхность шара R h−  жестко закреплена, внешняя по-
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верхность R h+  свободна от механических нагрузок и к электродам на 

внешних электродированных поверхностях шара подводится разность 
электрического потенциала, т. е.: 

( ) 0u R h− = ,   ( ), 0rr R h tσ + = , 

( ) ( ),R h t V tφ ± = ± .                                                                             (4) 

Начально-краевую задачу (1)–(4) сведем к безразмерному виду с по-
мощью обозначений 
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где 00ρ = ρ ; 00 33
Ec c= ; 00 33

S
ε = ε ; 00 00/ht h c= ρ  – нормирующие величи-

ны. В дальнейшем знаки безразмерности опускаются. 
Исключая из (1) механические напряжения и электрическую индукцию, 

получаем систему дифференциальных уравнений относительно переме-
щения и электрического потенциала в безразмерном виде 
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Таким образом, колебания пьезокерамического шара описываются со-
отношениями (6) при начальных (3) и граничных (4) условиях с учетом ма-
териальных соотношений (2). 

Численный метод решения. Для решения полученной начально-
краевой задачи на основе разностных аппроксимаций построим численную 

схему. В интервале интегрирования [ 1, 1]x ∈ −  введем разбиение Ω  таким 

образом, что крайние точки разбиения находились на расстоянии / 2x∆  от 

концов интервала:  
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{ ( 0,5)ix i n xΩ = = − − ∆ , }0, 1, ..., 2 1; 1i n x n= + ∆ = .                      (7) 

Механические перемещения и электрический потенциал будем искать в 
узлах разбиения, а механические напряжения и электрическую индукцию – 
в центрах отрезков разбиения. Разностная форма уравнений электроупру-
гости (6), записанная для внутренних точек разбиения, принимает вид 
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где /(1 )i ixξ = ε + ε  ( 1, 2, ..., )i n= . 

Исключив из уравнений значения перемещений и электрического по-
тенциала в законтурных точках разбиения, получаем 
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Разрешающую систему уравнений получим путем подстановки соотно-

шений (9) в (8). Для интегрирования по времени вводим разбиение tω  ин-

тервала времени [0, ]t T∈  с шагом t∆ . Решение ищется с помощью явной 

разностной схемы 
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или неявной разностной схемы (алгоритм Ньюмарка)  
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где ξ  – параметр схемы. 

Количественные результаты. Рассмотрим нестационарные колеба-
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ния  шара из керамики PZT-4 [3] с параметром  кривизны 0,1ε =  при нуле-

вых начальных условиях. Возмущение зададим в виде  

( ) ( )0,R h t V H tφ ± = ± .                                                            (12) 

При вычислениях используем значение 0,5ξ = . Полученные результаты 

представлены в безразмерном виде с точностью до коэффициента нагру-

жения 0V . 

На рис. 1 даны значения перемещений, которые возникают в разных 
точках стенки шара. Колебания определяются движением связанной элек-

троупругой волны в на-
правлении поляризации, и 
область изменения пере-
мещений значительно 
меньше, чем в шарах со 
свободными поверхностя-
ми [1, 2], в связи с отсутст-
вием колебаний стенки 
шара и распространением 
только одной электроупру-
гой волны. 

Сравнить перемеще-
ния, которые возникают в 
шарах с разным парамет-

ром кривизны /h Rε = , 

можно с помощью рис. 2. С 
увеличением параметра ε  

значения экстремумов 
кривых перемещений по-
верхности и промежутки 
времени между экстрему-
мами уменьшаются. 

Как видно, перемеще-
ния достигают экстремаль-
ных значений в момент 
возвращения отраженной 

электроупругой волны на поверхность 1x = . Амплитуда перемещений рас-

тет с уменьшением ε  и ограничивается амплитудой колебаний для плоско-

го слоя ( 0)ε = , которая равна max 2,3u = − . 

Динамика изменения радиальных напряжений в точках закрепления  и 
на срединной поверхности  проиллюстрирована рис. 3. Растягивающие 
напряжения выше сжимающих напряжений больше чем в 1,5 раза. Напря-
жения на закрепленной поверхности принимают значительно большие зна-
чения, чем напряжения на срединной поверхности, достигают значения 
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max 1,6rσ = . Закономер-

ность изменения во време-
ни окружных напряжений 

αασ  можно проследить с 

помощью рис. 4. Окружные 
напряжения практически 
все время являются сжи-
мающими и, как и радиаль-
ные напряжения, достига-
ют максимального значе-

ния max 1,15αασ = −  на 

внутренней поверхности 

1x = − . Кривые окружных 

напряжений на поверхно-

сти 1x =  близкие к глад-

ким, в других точках сече-
ния кривые имеют разры-
вы.  

Изменение во времени 
электрического потенциала 

φ  проиллюстрировано на 

рис. 5. Электрический по-
тенциал возникает в сече-
ниях пьезокерамического 
шара мгновенно и вызыва-
ет возникновение механических напряжений, которые линейно зависят от 

производной / x∂φ ∂ .  

Динамические кривые электрической индукции (рис. 6) в начальный 
момент времени получают значения, которые предопределяются значени-
ем электрического потенциала в начальный момент времени. Электриче-

ская индукция достигает максимального значения max 1,77rD = −  и носит 

монотонный характер по 
сечению шара. Моменты 
времени, в которые воз-
никают экстремумы кри-
вых электрической индук-
ции, близки к моментам 
экстремумов кривых пе-
ремещений (рис. 1). 

Определим парамет-
ры электромеханического 
состояния пьезокерами-
ческого шара с толщиной 
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стенки 2 2h мм=  и радиу-

сом срединной поверхности 

10R мм=  при нагружении 

разницей потенциалов 

2 ( ) 200V t V= . Имеем без-

размерный коэффициент 

нагружения 
5

0 2,2 10V −
= ⋅ , 

7
2,55 10ht c−

= ⋅ . Рассмат-

ривается интервал времени 
5

2,55 10 c
−

⋅  (хотя схема 

позволяет получать резуль-
таты на в несколько раз больших интервалах времени). Максимальные 
перемещения возникают на внутренней поверхности шара и равны 

5
max 0 max 3,6 10u V hu мм

−
= = − ⋅ . Максимальные нормальные напряжения 

на срединной поверхности max 0 00 max 1,84r rV c МПаσ = σ = , окружные на-

пряжения − max 0 00 max 1,32V c МПаα ασ = σ = − . Электрическая индукция на 

внутренней поверхности шара достигает значения 

max 0 max 00 00r rD V D c= ε =  
4 2

9,89 10 /кл м
−

= ⋅ . 

В связи с отсутствием необходимых экспериментальных исследований 
оценки прочности в условиях динамического деформирования воспользу-
емся экспериментальными данными [6] при статическом растяжении пьезо-
керамического стержня из ЦТС-19, когда предел прочности равен 

36,0 1,4в МПа
+

σ = ± . Для PZT-4 предел прочности можно приблизительно 

принять на 10-20% больше. Проводя оценку прочности по максимальным 
нормальным напряжениям, можно сделать вывод, что в нашем случае 

max 1,84r МПаσ =  значительно меньше статического предела прочности, 

что следует ожидать и при динамическом нагружении. 
 

Р Е ЗЮМ Е .  Розв’язана задача про осесиметричні нестаціонарні коливання 
п’єзокерамічної радіально поляризованої кулі з закріпленою внутрішньою поверхнею 
при електричних збуреннях. Досліджено динамічний пружноелектричний стан кулі, 
встановлено залежність коливань від параметра кривизни,  проведено оцінку міцності 
розмірного стану для п’єзокерамічної кулі при навантаженні різницею потенціалів. 
 

S U M M A R Y . A task about axisymmetrical unstationary vibrations of the piezoce-
ramical radially polarized ball with the fixed internal surface at electric excitations is de-
cided. The dynamic elasticoelectric state of ball is explored, dependence of vibrations on 
the parameter of curvature is set, the strength assessment for dimensional state of the 
concrete ball at loading by the difference of potentials is done. 
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И. К. СЕНЧЕНКОВ, д-р физ.-мат. наук;  

О. П. ЧЕРВИНКО, канд. физ.-мат. наук  
 

ОСОБЕННОСТИ ГЕНЕРАЦИИ УПРУГИХ ВОЛН ПРИ ТЕПЛОВОМ 
ОБЛУЧЕНИИ СТАЛЬНОГО ОБРАЗЦА И УЧЕТЕ 

АУСТЕНИТНО-МАРТЕНСИТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
 

Импульсная обработка является эффективным методом повышения 
прочности, износоустойчивости и усталостной долговечности металличе-
ских элементов конструкций посредством создания областей остаточных 
сжимающих напряжений в приповерхностной зоне материала [1, 2]. Наряду 
с этим непосредственным технологическим применением облучение ме-
таллических поверхностей интенсивными тепловыми источниками исполь-
зуется для генерации коротких зондирующих импульсов, распространяю-
щихся во внутрь тонких образцов и позволяющих оценивать структуру и ме-
ханические свойства последних в рамках классического акустического под-
хода. Физическая сторона процесса состоит в кратковременном облучении 
поверхности конструкции источником энергии высокой плотности (лазер-
ным импульсом, пучком заряженных частиц и т.п.) и создании зоны быстро-
го нагрева с большим градиентом температуры на поверхности либо в при-
поверхностной зоне. В этой области формируются тепловые напряжения, 
образуется фронт ударной волны, а при высоких температурах, может на-
блюдаться даже плавление материала. Вопросы генерации термоупругих 
импульсов напряжения обсуждались в работах [3]. При последующем ос-
тывании картина распределений остаточных напряжений может изменяться 
[3]. При этом выбором режима облучения и остывания можно сформиро-
вать желательную зону сжимающих напряжений в приповерхностной об-
ласти. В сталях следующее за нагревом остывание может сопровождаться 
фазовыми переходами, характеризующимися распадом переохлажденного 
аустенита в мартенситную, ферритную, бейнитную, перлитную и т.д. фрак-
ции [4]. Если охлаждение образца происходит достаточно быстро, то наря-
ду с импульсом напряжения, вызванным термоупругими эффектами, воз-
никнет импульс напряжения, обусловленный микроструктурными превра-
щениями, поскольку удельные объемы фаз различны. 

В данной статье рассматриваются вопросы, связанные с образованием 
и распространением волн напряжений в теле, подверженном воздействию 
кратковременного теплового импульса с последующим быстрым охлажде-
нием. В связи с этим особое внимание уделяется описанию связанного 
термомеханического поведения материала в области действия теплового 
импульса, микроструктурным преобразованиям, вызванным нагревом и по-
следующим охлаждением, распространению волн напряжений и сопровож-
дающих их изменений температуры. 
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Постановка задачи. Рассмотрим модельную задачу об облучении тор-

ца тонкого кругового цилиндра (стержня) радиуса R и длины L  из мартен-

ситной стали 35ХМ тепловым импульсом. На торце 0z =  действует крат-

ковременный тепловой импульс длительностью pt , который моделируется 

тепловым потоком через границу. По окончании действия импульса проис-
ходит принудительное охлаждение облученного торца, которое осуществ-
ляется по механизму конвективного теплообмена при высоком коэффици-
енте теплоотдачи. Вся остальная поверхность стержня, включая торцы, 
считается теплоизолированной и свободной от напряжений. 

Математическая постановка задачи включает в себя соотношения Ко-
ши для осесимметричного случая, а также уравнения движения и и уравне-
ние теплопроводности  

( )
1r rz

r ru
r r z

ϕ

∂σ ∂σ
+ σ − σ + = ρ

∂ ∂
&& ,   

1rz z
rz zu

r r z

∂σ ∂σ
+ σ + = ρ

∂ ∂
&& ;       (1) 

( )3 3v V kk sc K D k r′θ + αθ ε − αθ − − ∆θ =& && .                                        (2) 

Здесь ru  и zu  – компоненты перемещения; ρ  – плотность материала; θ  – 

температура; vc  и k  – коэффициенты объемной теплоемкости и тепло-

проводности соответственно; VK  – модуль объемного сжатия; D′  – ско-

рость диссипации механической энергии и sr  – внутренние источники теп-

ла, 
2 2 2

( ) / ( ) /r r z∆ = ∂ ⋅ ∂ + ∂ ⋅ ∂ . 

При интенсивном тепловом воздействии материал ведет себя неупруго, 
поэтому для описания его реакции используем термомеханическую модель 
физически нелинейного поведения материала, описывающую как упругое, так 
и неупругое поведения при больших скоростях деформации. В рамках моди-
фицированной модели полная деформация представляется в виде суммы 

упругой, неупругой и термоструктурной составляющей 
ph

ij
θ

ε  [4, 5] 

phe in
ij ij ij ij

θ
ε = ε + ε + ε .                                                                     (3) 

Напряжения и неупругая деформация определяются законом Гука и 
следующими эволюционными уравнениями для собственно неупругой де-

формации и параметра изотропного упрочнения K : 

( ) ( )2
ph phin

ij ij ij kk ijij kk
θ θ

σ = µ ε − ε − ε + λ ε − ε δ , 

( )
2 1/ 2

0 0 2 2

1
exp 3

2

n
in
ij ijD K K J s J

   
ε = − +     
& ,   ( )0 0

in
ijε = , 

( )1 1
p

K m K K w= −& & , ( )0 0K = ,                                                  (4) 
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где 0 0
K C K

ξξ
= , 1 1

K C K
ξξ

= ; λ , µ  – параметры Ляме; C
ξ

 – объемные 

концентрации фаз, fξ = , p , b , m  соответственно феррита, перлита, 

бейнита и мартенсита; 
0

K
ξ

, 
1

K
ξ

, 1m , n , 0D  – параметры модели; ijs  – 

девиатор тензора напряжений, 1 3ij ij kk ijs = σ − σ δ ; 
p

w&  – пластическая 

мощность, 2J  – второй инвариант тензора напряжений 
p in

ij ijw = σ ε&& , 

2 1/ 2 ij ijJ s s= . 

Деформация 
ph

ij
θ

ε  определяется через удельные объемы фаз Vξ : 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
, ,

3

r rph
rij

r r

V C V C
C

V C

ξ ξ

ξ ξθ ξ

ξ

ξ

θ θ − θ θ
ε θ θ =

θ θ

.                                  (5) 

Здесь θ  – текущая температура, rθ  – некоторая отсчетная температура. В 

уравнении (5) производится суммирование по повторяющемуся индексу ξ . 

Температурные зависимости удельных объемов ( )Vξ θ  в 
3

/м кг , отне-

сенные к 20 Cθ =
o

, принимаются в виде [4, 5] 

( ) ( )
3 6 3

, 10 0,12282 8,56 10 20 2,15 10a p pV C C− −
θ ⋅ = + ⋅ θ − + ⋅ ;            (6) 

( ) ( )
3 6

, , , 20 , 10 0,12708 5,528 10 20f p b pV C
−

θ ⋅ = + ⋅ θ −
o

;                       (7) 

( ) ( )
3 6 3

, 20 , 10 0,12708 4,448 10 20 2,79 10m p pV C C
− −

θ ⋅ = + ⋅ θ − + ⋅
o

,   (8) 

в котором pC  – концентрация углерода в процентах. Начальные и гранич-

ные условия имеют соответственно вид 

0r ru u= =& ,   0z zu u= =& ,   0θ = θ  при 0t = ,   0ijσ =  на S , 

( )

( )

0

0

sin , 0 ,

, ;

p p

T p

q t t t t
k

z t t

 π ≤ ≤∂θ 
− = 

∂ α θ − θ >

 при 0z = ,    

0
n

∂θ
=

∂
r  при z L= , r R= ,                                                                     (9) 

где 0q  – параметр теплового потока; pt  – время действия импульса, Tα  – 

коэффициент теплоотдачи с торца. 
Метод решения задачи. Параметры модели Боднера-Партома для 

стали 35ХМ представлены в работе [4]. Расчеты проводились для следую-
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щих геометрических параметров цилиндра (стержня) 
6

5 10R м
−

= ⋅ , 

3
2 10L м= ⋅ . Длительность теплового импульса 

7
10pt с

−
= , параметр теп-

лового потока 8 2
0 0,75 10 /q кВт м= ⋅ . Начальная температура цилиндра 0θ  

равна 20 С
o . Коэффициент теплоотдачи с торца выбирается экстремально 

большим 
5 2

10 /( )T кВт м Кα = ⋅ , что соответствует принудительному ох-

лаждению при помощи душа. Исходной структурой стали считается бейнит. 
Задача является существенно нелинейной. Она решалась численно с 

использованием временной схемы Крэнка-Никольсона, итерационного ме-
тода и метода конечных элементов. Расчет концентрации фаз распада пе-
реохлажденного аустенита выполнялся с помощью термокинетической диа-
граммы [4, 5] и соотношений для удельных объемов фаз (6)–(8). Кратко на-
помним, что методика расчета фаз основана на предположении о том, что 

процент новой фазы pξ  определяется по формуле asp p yξ ξ=  где asp  – 

процент аустенита при входе кривой охлаждения в область фазового пре-

вращения (ОФП); yξ  – текущее значение относительной фазы. Значение 

yξ  определялось по соответствующим траекториям на термокинетических 

диаграммах, причем закон набора относительной фазы аппроксимируется 
выражением  

1 exp s
e

s e

y k yξ ξ

  θ − θ
= − −  

θ − θ   
. 

Здесь eyξ  – процент новой фазы при выходе из ОФП, отнесенный к про-

центу нераспавшегося аустенита при входе в нее. 
Результаты расчетов и их анализ. На рис. 1 представлена эволюция 

температуры в центре облучаемого торца. Можно выделить четыре харак-

терные этапа в поведении кривой:1) 0 0,075t мкс< <  – нарастание темпе-

ратуры до максимального значения 1500 С≈
o

; 2) 0,075 0,1t мкс< <  – сни-

жение температуры вследствие синусоидального уменьшения теплового 
потока (см. (9)) к моменту окончания импульса и распространения тепла 

внутрь тела; 3) 0,1 0,2t мкс< <  – резкое падение температуры до 100 С≈
o

 

вследствие принудительного охлаждения; 4) 0,2t мкс>  – асимптотическое 

приближение температуры к исходной значению 20 С
o

. 

На рис. 2 представлены кривые микроструктурных превращений для 1-
го, 9-го и 33-го элементов (три элемента, прилежащие к оси цилиндра), со-
ответствующие такой истории изменения температуры. Здесь по оси орди-
нат отложено процентное содержание аустенита (сплошные линии) и мар-
тенсита (штриховые линии). Как видно, вследствие быстрого охлаждения 
кривая истории температуры минует области перлитного, ферритного, бей-
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нитного и т.д. фазовых преобразований на термокинетической диаграмме, 
и аустенит непосредственно превращается в мартенсит. При этом другие 
фазы не образуются. На рис. 3 представлено поле процентного содержа-

ния мартенсита в приторцевой зоне для момента времени 0,21t мкс= , а 

на рис. 4 распределение осевого напряжения вдоль оси цилиндра для двух 
моментов времени. 

Сравнение данных рис. 2–4 показывает, что на первом этапе разогре-

ва, когда температура становится выше 790 С
o , вся бейнитная фаза мате-

риала переходит в аустенитную. Далее 100% содержания аустенита в мик-
рообъеме сохранятся и на протяжении всего второго этапа эволюции тем-

пературы. На третьем этапе, при охлаждении, переохлажденный аустенит 
начинает превращаться в мартенсит, как только температура падает ниже 

790 С
o . Для приторцевой области преобразование в основном заканчивает-

ся к окончанию третьего этапа. На протяжении четвертого характерного 
временного интервала процентное содержание мартенсита в этой зоне 
приближается к 100%, а аустенита, соответственно, к нулю. 
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В работе [3] показано, что генерация термоупругого импульса напряже-
ния ассоциируется с термомеханическими процессами, происходящими в 
течение первого и второго этапа. Возникновение области преобладания 
мартенситной фазы, обладающей большим удельным объемом и, как 
следствие, формирование зоны сжимающих напряжений происходит в те-
чение третьего этапа эволюции температуры. Поэтому импульс, обуслов-
ленный микроструктурными преобразованиями будет следовать за термо-
упругим импульсом (вторые локальные минимумы в распределениях на 
рис. 4). Отмечается, что величина импульса, обусловленного микрострук-
турными преобразованиями, меньше, чем термоупругого импульса. 

 
Р Е З Ю М Е .  В рамках постановки зв’язаної задачі термомеханіки з викорис-

танням модифікованої термодинамічно узгодженої теорії непружної поведінки мате-
ріалу досліджується процес збудження і поширення хвиль напруження, викликаних 
дією теплового імпульсу на торці тонкого довгого сталевого циліндру і мікроструктур-
ними перетвореннями при охолодженні зони опромінення. 

 
S U M M A R Y .  Processes of generation and propagation of stress wave caused by 

the thermal impact at the face of long thin steel cylinder accounting for microstuctural 
transformation in the irradiated region under subsequent cooling are investigated in the 
frame of the coupled thermomechanics with the use of modified thermodynamically con-
sistent theory of inelastic material behavior. 
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ИЗГИБНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ 

СО СВОБОДНЫМИ КРАЯМИ 
 

Задача об изгибных колебаниях упругих пластин до настоящего време-
ни вызывает интерес не только в связи с техническими приложениями, но и 
благодаря фигурам Хладни. На примере этой задачи Ритц [1] изложил ва-
риационный метод, позволивший провести анализ спектра собственных 
частот и форм колебаний квадратной пластинки. В последующие годы за-
дача о колебаниях пластинки со свободными краями была предметом ис-
следований многих авторов, в том числе предпринимались попытки ее 
решения на основе метода суперпозиции. Это прежде всего работа 
Iguchi [2], в которой однородная бесконечная система редуцируется в ко-
нечную систему и приближенно находятся первые собственные значения и 
формы колебаний. Методом суперпозиции задачу решал и Gorman [3]. В этих 
работах вопрос о точности выполнения нулевых граничных условий не ста-
вился. В данной статье указанная задача решается на основе анализа соот-
ветствующей бесконечной системы линейных алгебраических уравнений. 

Сведение задачи к бесконечной системе. Рассмотрим задачу о соб-
ственных колебаниях прямоугольной пластинки со свободными границами: 

4
0W W∆∆ − κ = ;                                                                                  (1) 

2 2

2 2
0

W W

x y

∂ ∂
+ ν =

∂ ∂

,   ( )

3 3

3 2
2 0

W W

x y x

∂ ∂
+ − ν =

∂ ∂ ∂

 при x a= ± ;                (2) 

2 2

2 2
0

W W

y x

∂ ∂
+ ν =

∂ ∂

,   ( )

3 3

3 2
2 0

W W

y y x

∂ ∂
+ − ν =

∂ ∂ ∂

 при y b= ± ,              (3) 

где ν  – коэффициент Пуассона. 

Методом суперпозиции можно построить общее решение дифференци-
ального уравнения (1) в виде суммы тригонометрических рядов  

0 0 0 0
cos ch cos chW A y B y C x D x= κ + κ + κ + κ +

 
( )1 2

1

ch ch cos
n n n n n

n

A p y B p y x

∞

=

+ + α +∑  

( )1 2

1

ch ch cos
k k k k k

k

C q x D q x y

∞

=

+ + β∑ ,                                         (4) 
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где  

n n aα = π ,   k k bβ = π ,   
2 2 2
1n np = α − κ , 

2 2 2
2n np = α + κ ,   

2 2 2
1k kq = β − κ ,   

2 2 2
2k kq = β + κ . 

Подстановка (4) в краевые условия (2), (3) приводит к четырем функ-
циональным уравнениям относительно неопределенных коэффициентов, 
два из которых можно выполнить точно, полагая 

0 0

sin

sh

a
D C

a

κ
= −

κ
,   0 0

sin

sh

b
B A

b

κ
= −

κ
, 

( )

( )

2 2

1 1 1

2 2
22 2

(2 ) sh
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nn n n

q q q a
D C

q aq q

− − ν β
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− − ν β
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2 2

1 1 1

2 2
22 2

(2 ) sh

sh(2 )

n n n n
n n

nn n n

p p p b
B A

p bp p

− − ν α

= −

− − ν α

. 

Раскладывая оставшиеся два уравнения по полной системе тригонометри-
ческих функций и изменяя порядок суммирования по индексам n и m, из 
равенства коэффициентов при косинусах получаем бесконечную систему 
линейных алгебраических уравнений вида 

6
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ν + κ κ + κ = νκ ∑ , 

6

0 0 2 2
1 1 2

(ctg cth ) 2 2 n

n n n

y
b b b x y

q q

∞

=

κ κ + κ + ν = νκ ∑ , 

( )( )

( )( )

22 2 2 4
4

0

2 22 2 2 2
1 21 1 2

4 1
4n m

y
m m n

m mn n m n m

x
y x

q qq q

∞

=

κ − ν α β + νκ
νκ

∆ = +

α + α +
∑ ;                      (5) 

( )( )

( )( )

22 2 2 4
4

0

2 22 2 2 2
1 21 1 2

4 1
4m n

x
m m n

m mn n m n m

y
x y

p pp p

∞

=

κ − ν α β + νκ
νκ

∆ = +

β + β +
∑  ( )1, 2, ...m = ,  

где  

( )
1 2 2

2

1 1

( 1) (2 )

sh

n

n n

n n

n n

b p
A x

p p b

+
− − − ν α

= , 



 106 

( )
1 2 2

2

1 1

( 1) (2 )
n

n n

n n

n n

a q
C y

q sh q a

+
− − − ν β

= , 

( )( )
2 2 2 2

1 2

1 1

(2 )

th

m m m my

m

m m

a q q

q q a

− νβ − − ν β

∆ = −

 
( )( )

2 2 2 2

2 1

2 2

(2 )

th

m m m m

m m

a q q

q q a

− νβ − − ν β

− , 

( )( )
2 2 2 2

1 2

1 1

(2 )

th

m m m mx

m

m m

b p p

p p b

− να − − ν α

∆ = −

 ( )( )
2 2 2 2

2 1

2 2

(2 )

th

m m m m

m m

b p p

p p b

− να − − ν α

− .

 
Вводя обозначения 2 1 1m mz y− −= , 2 1m mz x −=  ( 1, 2, ...)m = , систему (5) 

можно записать сокращенно  

1

m mn n

n

z M z

∞

=

=∑ ,                                                                             (6) 

mnM  – соответствующие введенным неизвестным коэффициенты (5). 

Исследование бесконечной системы. Заметим, что для коэффициен-
тов бесконечной системы (6) справедлива асимптотическая оценка 

( )

1

1
| | 1/

3
m mn

n

S M O m

∞

=

− ν
= = +

+ ν
∑ , m → ∞ ,                                  (7) 

из которой следует, что эта система является квазирегулярной, и ее иссле-
дование можно свести к исследованию конечной системы при помощи за-
мены [4] 

1

rN
j

m m j

j

z z z

=

=∑ %  ( )rm N> ,                                                              (8) 

В которой rN  – номер, начиная с которого уравнения системы удовлетво-

ряют условиям регулярности, т.е. 1mS < . 

Подставляя (8) в (6) из равенства при первых rN  базисных неизвест-

ных получаем совокупность вполне регулярных бесконечных систем с оди-
наковыми матрицами 
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1r

j j
m mn n mj

n N

z M z M

∞

= +

= +∑% %  ( ); 1, 2, ...,r rm N j N> =                  (9) 

и однородную конечную систему, коэффициенты которой выражаются че-
рез решения систем (9) 

1 1

r

r

N
n

m mn mj j n

n j N

z M M z z

∞

= = +

 
 = +
 
 

∑ ∑ %  ( )1, 2, ...., rm N= .             (10) 

Дальнейшее исследование можно разбить на два этапа: 1) определе-

ние собственных частот колебаний пластинки 
*

κ ; 2) построение на собст-
венных частотах нетривиального решения (5).  

Заметим, из факта квазирегулярности (7) для системы (6) следует, что 
системы (9) являются вполне регулярными, всегда имеют единственное 

ограниченное решение, поэтому собственные частоты 
*

κ  – нули определи-
теля конечной системы (10). Однако, для определения собственных частот 
оказывается более эффективным приложение теоремы о существовании 
ограниченного решения для квазирегулярной бесконечной системы [5], 
которая применительно к данной задаче сводится к проверке условия 

1..
1 1 1

max | | | | 1 inf | |
T T

TT
T

N N

i j in k k n
k Nj N

i n N n

c M M

∞

>=
= = + =

< + ρ∑ ∑ ∑                 (11) 

для системы (6). Здесь ijc  – матрица, обратная к матрице 
, 1

{ } T
ij

N
ij M i j− =

δ ; 

1k kSρ = − ; TN  – порядок матрицы, участвующей в оценках.  

Проверяя условие (11) с некоторым шагом по κ , можно локализовать 
интервал, где условие (11) не выполняется, т.е. здесь теорема не гаранти-
рует для системы (6) существование ограниченного решения (в данном 

случае нулевого). Увеличением параметра TN  удается сузить интервал 

настолько, что с некоторой точностью получаем значение собственных 
частот. В табл. 1 приведены значения первой собственной частоты для 

квадратной пластинки при 0,225ν = , которая в статье Ритца дается как 

*
2,267κ = . Как можно заметить, уже при 1TN =  удается найти значение 

собственной частоты с удовлетворительной точностью.  
Построение нетривиального решения однородной бесконечной систе-

Таблица 1 

TN  1 5 50 

Интервал для *κ  2,2560 – 2,2592 2,2567 – 2,2585 2,2573 – 2,2578 
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мы (5) на собственных частотах 
*

κ  оказывается напрямую связанным с 
точностью решения вполне регулярных систем (9). Найдем асимптотику 
решения данных систем. 

Проведем замену переменных в системах (9)  

2
2 1
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m mm
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β =% ,   

2
2
j j
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α =%   

и запишем их в развернутом виде: 
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Степень замены λ  выбирается как действительный корень уравнения  

( )( ) ( )1 1 3 cos
2

πλ
− ν − λ = + ν . 

При таком выборе замены можно показать, что для единственного ог-
раниченного решения (12) выполняются условия обобщенного закона 
асимптотических выражений Б.М. Кояловича: 

ТЕОРЕМА. Если коэффициенты регулярной парной бесконечной сис-
темы линейных алгебраических уравнений 
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неотрицательны и удовлетворяют условиям: а) найдутся последовательно-

сти { }nr , { }nρ , { }mϑ , { }mξ  и числа 0L l≥ > , такие, что ,m n∀ ∈ N  

( )m n>  коэффициенты бесконечной системы допускают оценки 

n mn m nlr a Lr≤ ϑ ≤ ,   n mn m nl b Lρ ≤ ξ ≤ ρ ,  

причем последовательности { }mq , { }mξ  таковы что  
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K  – некоторая положительная константа, а последовательности { }nr , { }nρ : 
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при N → ∞ , то существует ограниченное главное решение данной беско-

нечной системы { , }m mx y . Если это решение является единственным огра-

ниченным решением и дополнительно к условию (а) выполняется условие:  

б) 
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∑ ∑ , m → ∞ .  

Тогда существует положительный предел решения  

0lim limm m
m m

x y a
→∞ →∞

= =  ( )0 0a > . 

Наиболее существенное отличие предлагаемого обобщения от извест-
ного признака заключается в том, что в условии (а) введены последова-

тельности nr , nρ , которые в исходной формулировке признака [6] полага-

лись тождественно равными единице. Кроме этого в предлагаемом обоб-
щении ослаблено условие (б). 

Оказывается, система (12) удовлетворяет данной теореме (доказатель-
ство не приводится в силу большого объема). Следовательно, асимптоти-
ческое поведение неизвестных в регулярных системах (9) имеет вид  

2
2 1 0
j j
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z a − −λ

−
= β ,   

2
2 0
j j

mm
z a − −λ

= α  ( )m → ∞ , 

что позволяет применить к их численному решению метод улучшенной 
редукции. Данный подход обеспечивает высокую точность вычисления 
коэффициентов конечной системы (10), и как следствие, построения собст-
венных форм колебаний пластинки.  

Используя нетривиальное решение однородной системы (5), можно по-
лучить представление для собственных форм колебаний пластинки 
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Численные результаты. Вычисления проводились для квадратной 

пластины при 0,225ν = . Точность вычислений демонстрирует табл. 2, где 

представлено выполнение нулевого граничного условия 
2 2 2 2

0W x W y∂ ∂ + ν ∂ ∂ =  для 

первых трех нормированных 
собственных форм (бесконеч-
ные системы (9) решались 
методом улучшенной редукции 
при удержании в расчетах 
первых 20 неизвестных). Дан-
ные табл. 2 показывают удов-
летворительную точность 
полученного решения при 
относительно небольшом 
порядке конечных систем ис-

пользуемых методом улучшенной редукции.  
Ниже на рисунке представлены фигуры Хладни для данного типа сим- 

   

  
 

Для 
*
1 2,257κ =  Для 

*
2 2,443κ =  Для 

*
3 4,051κ =  

метрии в сравнении с экспериментальными данными [7] для первых трех 
собственных значений. 

 
Р Е ЗЮМ Е .  Отримано розв’язок класичної проблеми о коливанні прямокутної 

пластини з вільними краями. За допомогою методу суперпозиції задача зводиться до 
квазірегулярної нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь. На підставі ана-
лізу асимптотичної поведінки розв’язку нескінченної системи розроблено метод обчи-

1− 0 1

0

1

1− 0 1

0

1

1− 0 1

0

1

Таблица 2 

у 3
1 10⋅W  

3
2 10⋅W  

3
3 10⋅W  

0 0,000074 0,000071 0,00085 

0,2 0,000074 0,000071 0,00085 

0,4 0,000075 0,000072 0,00085 

0,6 0,000077 0,000075 0,00084 

0,8 0,000091 0,000088 0,00082 

1,0 -0,11 6,7 -3,0 
 



 111 

слення власних значень і форм коливань даної граничної задачі.  
 
S U M M A R Y .  Solution of the classical eigenvalue problem of dynamical bending of 

free rectangular plate is obtained. By using the form of the solution obtained by the super-
position method this problem was reduced to a quasi-regular infinite system of linear alge-
braic equations. On the base of analyzing asymptotic behaviour of the solution of infinite 
system method for calculating of the eigenfrequencies and eigenforms of a boundary-value 
problem is made.  
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А. О. ВАТУЛЬЯН, д-р физ.-мат. наук, П. А. АЗАРОВА 

 
О РЕКОНСТРУКЦИИ ТРЕЩИНЫ В ВЯЗКОУПРУГОЙ  

ОРТОТРОПНОЙ ПОЛОСЕ  
 

Задачи о колебаниях тел с трещинами имеют важные приложения в 
дефектоскопии, сейсморазведке, геофизике. Для решения прямых задач в 
случае тел с трещинами разработаны различные аналитические и числен-
ные методы, основанные в основном на идеологии метода граничных эле-
ментов. Наиболее детально исследованы постановки задач, когда берега 
трещин не взаимодействуют друг с другом. Обратные задачи идентифика-
ции параметров трещин по некоторым характеристикам граничных полей 
являются сравнительно новыми и при их решении используются различные 
подходы [1–5]. В большинстве работ по реконструкции трещин рассмотре-
ны упругие среды. В то же время в технике широко используются новые 
композиционные и полимерные материалы. Поэтому задача идентифика-
ции трещиноподобных дефектов в вязкоупругих средах является важной 
проблемой, главным аспектом которой является выяснение влияния вязко-
сти среды на процедуру реконструкции. 

Постановка задачи. Рассмотрим установившиеся колебания вязкоуп-

ругой ортотропной полосы S  толщины h (рис. 1). Нижняя грань полосы 1l  

жестко защемлена, верхняя грань 2l  сво-

бодна от напряжений за исключением точки 

( , )L h− , в которой приложена вертикальная 

сосредоточенная сила 1( )
i t

p x L e
− ω

δ + , где 

ω  – частота колебаний; p  – амплитуда на-

грузки. Полоса ослаблена внутренней тре-
щиной, которую будем моделировать мате-

матическим разрезом в области S  с бере-

гами 0l
±

, на которых компоненты вектора 

перемещений терпят конечные скачки: 

0 0
i i il l

u u+ −χ = −  ( 1, 2)i = .  

Для описания свойств вязкоупругого материала будем использовать 
принцип соответствия и концепцию комплексных модулей [6], что позволяет 
в случае стационарных гармонических колебаний отделить временной 
множитель и свести исходную задачу к задаче теории упругости, в которой 
упругие константы материала заменяются комплексными функциями часто-

2x

1x

p

2l

1l

L−

0l
±

h

21l

S

Рис. 1 
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ты колебаний. Действие трещины на основе теории дислокаций [2] заменим 

действием фиктивных массовых сил 
*

[ ( ) ( )],i ijkl k l jf C i n
+

= − ω χ δ ζ  с носите-

лем на трещине, где 
*

( )ijklC iω  – комплексные модули вязкоупругого мате-

риала, jn
+

 – компоненты единичного вектора нормали к поверхности 0l
+

, ζ  

– координата, отсчитываемая по нормали к 0l
+

, ( )δ ζ  – дельта-функция Ди-

рака с носителем на трещине. Будем считать, что в процессе колебаний 
берега трещины не взаимодействуют друг с другом и свободны от напря-
жений. 

После отделения временного множителя краевая задача имеет вид  

, 0ij j i iu f
2

σ + ρω + = ;                                                                      (1) 

( )
*

,ij ijkl k lC i uσ = ω ;                                                                           (2) 

1
0i l

u = ,   ( )
2

2 2 1i il
p x Lσ = − δ δ + ;                                               (3) 

0

0ij j
l

n
±

±
σ =  ( ), , , 1, 2i j k l = ,                                                        (4) 

где ρ  – плотность среды.  

Задача идентификации трещины состоит в определении параметров 
трещины по известным (измеренным) полям перемещений на части верх-
ней границы полосы  

( ) ( )
21

i il
u x g x= ,   21 2x l l∈ ⊂  ( )1, 2i = .                                      (5) 

Решение задачи на первом этапе требует решения прямой задачи о коле-
баниях полосы с трещиной и получения представлений полей смещений. 

Решение прямой задачи. Построим представление поля смещений 
при помощи формул Сомильяны [7], которые в плоском случае для области 
S  c границей S∂  имеют вид 

( )
( )

( )
( )

( ), ,
m m

m ij j j ii ij

S S

u n U x dl x n u dl

∂ ∂

ξ = σ ξ − ∑ ξ +∫ ∫  

( )
( ),

m
ii

S

U x f dS+ ξ∫  Sξ ∈ , ( ), , 1, 2i j m = .                        (6) 

Здесь функции Грина 
( )

( , )
m

iU x ξ  ( )1, 2i =  представляют собой поля сме-

щений в точке x , вызванные действием сосредоточенного единичного ис-

точника в точке ξ , компоненты 
( )

( , )
m

ij x∑ ξ  вычисляются в соответствии с 

законом Гука  
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( )
( ) ( )

( )
( )

*
,

, ,
m m

ijklij k l
x C i U x∑ ξ = ω ξ , ( ), , , 1, 2i j k l = .  

При этом для полосы они подчинены дополнительным граничным условиям 

( )
( )

1

, 0
m

i
l

U x ξ = ,   
( )

( )
2

, 0
m

ij
l

x∑ ξ = . 

Подставив в (6) представления функций Грина для полосы в виде одно-
кратных интегралов по контуру в комплексной плоскости[1] и осуществив 
преобразования, для расчета волновых полей в полосе получим формулу 

( )
( )

( )2
, ,

m
mu x pU x L h= − +  

( )
( )

0

,
m

l kkl

l

x n dl

+

+

ξ+ ∑ ξ χ∫  ( ), 1, 2x S m∈ = ,                          (7) 

где первое слагаемое – поле перемещений в полосе без дефекта (эталон-
ное поле), а второе интегральное слагаемое – поле, обусловленное нали-
чием трещины (отраженное поле).  

Для определения неизвестных функций раскрытия трещины jχ  в (7) 

устремим 0x y l+
→ ∈ , учитывая условие отсутствия напряжений на трещи-

не (4). В результате получим систему граничных интегральных уравнений 

относительно неизвестных jχ  

( ) ( ) ( )

0

,ij j i

l

K y dl F y

+

ξξ χ ξ =∫    0y l+
∈                                            (8) 

Заметим, что ядра интегральных операторов ( , )ijK yξ  имеют гиперсингу-

лярные особенности типа 
2

| |y −
ξ −  и соответствующие интегралы понима-

ются в смысле конечного значения по Адамару [8]. 
Дискретизацию полученных интегральных уравнений осуществим на 

основе метода граничных элементов. Трещину будем аппроксимировать 

ломаной 0

1

N

n

n

l l+

=

=U , на каждом элементе которой неизвестные функции 

будем интерполировать с помощью набора некоторых базисных функций. 
Методом коллокаций получим систему линейных алгебраических уравнений 

относительно узловых значений ( )n nyχ = χ  компонент функций раскрытия 

трещины: 

nm n mA Fχ =  ( ), 1,n m N= , 
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где ( ),

n

nm m nx

l

A K x y dl= ∫ , ( )m mF F y= . 

При численной реализации были использованы дискретные схемы вы-
числения гиперсингулярных интегралов [8]. После определения узловых 
значений компонент функций раскрытия трещины перемещения вычисля-
лись в соответствии с (7). 

Решение задачи идентификации трещины. На втором этапе после 
построения решения прямой задачи можно определять параметры трещи-
ны. При использовании позиционного зондирования в качестве входных 

данных задаются значения компонент полей перемещений ( )i jg x  в N  

точках 21 2jx l l∈ ⊂  при фиксированной частоте колебаний. При этом ре-

шение обратной задачи основывается на методе регуляризации на ком-
пактном множестве [7]; в исследуемом случае это конечное число парамет-

ров kQ , которые находятся из условия минимума функционала невязки  

( ) ( ) ( )
2

2

1 1

,

N

k i j k i j

i j

Q u x Q g x

= =

Φ = −∑∑  ( )21jx l∈ . 

При минимизации функционала используются генетические алгоритмы [9]. 
Моделирование динамического поведения вязкоупругих тел. Для 

описания свойств вязкоупругих материалов используем традиционную ме-
ханическую модель в виде комбинации упругих и вязких элементов [6]. В 
небольшом интервале времен достаточной является трехпараметрическая 

модель стандартного вязкоупругого тела с длительным модулем H , мгно-

венным модулем E  ( )E H>  и временем релаксации n : 

kk kk
kk kk

d d
En H n

dt dt

ε σ
+ ε = + σ .  

Для численного анализа использовался изотропный материал, свойст-
ва которого определяются комплексным модулем Юнга: 

*
( )

1

Eni H
E i

ni

− ω +
ω =

− ω +
; коэффициент Пуассона 

считался не зависящим от частоты колеба-
ний: constν = . Но в силу того, что вещест-

венная часть модуля Юнга монотонно возрас-
тает, а экстремум мнимой части находится в 

точке 
1n−

ω = , наибольшее затухание будет 

наблюдаться на частотах, близких к этой ха-

рактерной частоте 
1n−

. 

На рис. 2 представлена зависимость 
обезразмеренного комплексного модуля Юнга 

Рис. 2 
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( ) /E i Eω%  от безразмерной частоты / E hω = ρ ω% . Графики приведены для 

слоя толщиной 0,01h м=  трех материалов, отличающихся временами ре-

лаксации n , когда 
9

1, 2 10E Па= ⋅ , 
9

1 10H Па= ⋅ , 
3

1200 /кг мρ = . В поло-

жительном направлении вертикальной оси отложены вещественные части 
комплексного модуля, в отрицательном – мнимые. 

Этот модельный пример показывает, что вязкоупругие свойства прояв-
ляются только на некотором диапазоне частот. Поэтому при частотах, для 
которых мнимые части комплексных модулей по абсолютной величине ма-
лы, можно использовать упругую модель. В дальнейших численных расче-

тах был рассмотрен материал со временем релаксации 
5

10n c−
= . Осталь-

ные параметры взяты такими же, как указаны выше. 
Численные результаты. Были проведены численные расчеты реше-

ния прямой задачи для слоя с прямолинейной трещиной длины 02l l= , 

наклоненной к нижней грани слоя под углом θ , средняя точка которой на-

ходится на расстоянии 0d  от нижней грани и на расстоянии L  от точки 

приложения нагрузки по оси 1x . 

Анализ графиков полей смещений позволяет выявлять интервалы из-

менения координаты 1x , на которых смещения максимальны, и интервалы, 

на которых смещения близки к нулю. Для идентификации благоприятными 
интервалами для выбора точек съема являются интервалы с максималь-
ными значениями амплитуд смещений. Точки из интервалов, на которых 
поля смещений близки к нулю, выбранные в качестве точек съема данных, 
являются неблагоприятными при решении задачи определения параметров 
трещины. 

Проводился ряд экспериментов по восстановлению параметров kQ . В 

рассматриваемом случае это 4 параметра l , θ , 0d  и L . Относительные 

погрешности восстановления первых трех параметров не превысили 3 про-

центов. Параметр L  восстанавливается с относительной погрешностью 50-
70 процентов. 

Проводились также вычислительные эксперименты по восстановлению 
параметров трещины без учета вязкости – в рамках упругой модели. В этом 
случае решалась прямая задача для вязкоупругого материала, из которой 
находились поля смещений на верхней границе полосы. Далее по получен-
ным значениям полей перемещений проводилась идентификация в рамках 
упругой модели с модулем упругости, равным длительному или мгновенно-
му модулю. Оказалось, что погрешность восстановления сильно зависит от 
выбора значения модуля. При выборе модуля упругости равным мгновен-
ному относительные погрешности определения первых трех параметровне 
превышают 20%. При выборе модуля упругости равным длительному вос-
становить искомые характеристики с приемлемой погрешностью осущест-
вить не удается. 
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Результаты вычислительных экспериментов свидетельствуют о необ-
ходимости учета реологических свойств материала в процедуре идентифи-
кации. 

Работа поддержана ФЦП "Научные и научно-педагогические кадры ин-
новационной России" на 2009-2013 годы. Номер госконтракта: 
02.740.11.5024.  
 

Р Е ЗЮМ Е .  Розв’язана задача про коливання ортотропної в’язкопружної смуги 
з внутрішньою тріщиною. Властивості в’язкопружності враховано у рамках принципу 
відповідності. Аналітично отримано інтегральні уявлення фундаментальних 
розв’язків, на основі яких, використовуючи формули Сомільяна, отримані уявлення 
полів переміщень точок смуги. Побудована система граничних інтегральних рівнянь 
відносно невідомих функцій розкриття тріщини. Обернена геометрична задача іден-
тифікації параметрів тріщини по відомим полям переміщень на верхній частині грани-
ці зведена до мінімізації функціонала нев’язки. Проведений чисельний аналіз задачі 
для прямолінійної тріщини. 
 

S U M M A R Y .  The problem of oscillations of the orthotropic viscoelastic strip with 
an inner crack is investigated. Property of the viscoelasticity is considered within the 
framework of a principle of correspondence. Integral presentations of the fundamental 
solutions are obtained analytically. Using the Somiliana formulas, fields of displacement of 
points of a strip are obtained too. The system of the boundary integral equations concern-
ing unknown functions of disclosing of a crack is made. The inverse geometrical problem of 
the identification of the parameters of a crack by known fields of displacement on a part of 
the upper border is reduced to the minimization of the functional of the discrepancy. The 
results of computing experiments are presented for the inclined rectilinear crack. 
 

С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У РЫ :   1. Баранов И. В., Булгурян О. В., Ватуль-
ян А. О. Интегральные уравнения для упругого слоя с трещиной произвольной кон-
фигурации и их исследование. // Вестн. Донского гос. техн. ун-та. – 2004. – Т. 4, № 3 –  
C. 257–269.  2. Ватульян А. О., Булгурян О. В. Асимптотический метод решения об-
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УДК 539.3:519.6 
 

А. О. ВАТУЛЬЯН, д-р физ.-мат. наук, С. А. НЕСТЕРОВ 
 
ОБ ОСОБЕННОСТЯХ ПОСТАНОВКИ КОЭФФИЦИЕНТНЫХ ОБРАТНЫХ 

ЗАДАЧ ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО СТЕРЖНЯ 
 

В различные области техники все шире внедряются функционально-
градиентные материалы, которые находят применение в областях с высо-
котемпературным окружением (обшивки космических кораблей, реактивных 
самолетов, покрытия режущих инструментов станков). При термомеханиче-
ских расчетах нужно учитывать, что коэффициенты переноса и модули уп-
ругости в случае неоднородных материалов являются функциями коорди-
нат. Такие функции могут быть определены только из решения коэффици-
ентных обратных задач термоупругости. В настоящее время уже накоплен 
опыт решения коэффициентных обратных задач механики и теплопровод-
ности [1–4]. В работах [2–4] предложен подход к решению таких задач, ос-
нованный либо на использовании обобщенного уравнения взаимности, ли-
бо на методе линеаризации. Решение же прямых одномерных задач осно-
вано на сведении к решению интегрального уравнения Фредгольма второго 
рода. Оказывается, этот подход можно успешно применить и при решении 
коэффициентных задач термоупругости. В работе представлены две поста-
новки и решение коэффициентной обратной задачи для термоупругого не-
однородного стержня. В первой постановке нужно восстановить неизвест-
ные коэффициенты дифференциальных операторов уравнений термоупру-
гости неоднородного стержня при продольных колебаниях стержня, возбу-
жденных механическим ударом при известном торцевом смещении. Во вто-
рой постановке восстанавливаются коэффициенты при продольных коле-
баниях стержня, возбужденных тепловым ударом при известной торцевой 
температуре. 

Постановка задачи 1. Рассмотрим продольные колебания жестко за-

крепленного на торце 0x =  неоднородного термоупругого стержня длины 

l  под действием внезапно приложенной к теплоизолированному торцу 

x l=  силы: 

( )

2

2

x u
x

x t

∂σ ∂
= ρ

∂ ∂

,   ( ) ( )x

u
E x x

x

∂ 
σ = − α θ 

∂ 
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0

u
k x c x x T x E x

x x t x t

∂ ∂θ ∂θ ∂ 
= ρ + α 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
;                             (1) 

( ) ( )0, 0, 0u t t= θ = ,   ( ), 0l t
x

∂θ
=

∂
,   ( ) ( )0,x l t H tσ = σ ;                (2) 
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( ) ( ) ( ), 0 , 0 , 0 0
u

x u x x
x

∂
θ = = =

∂
.                                                  (3) 

Здесь 0T  – начальная температура тела (температура естественного со-

стояния); 0T Tθ = −  – прирост температуры от естественного состояния.  

Введением безразмерных параметров  

x
z

l
= ,   ( )

( )

0

k zl
k z

k
= ,   ( )

( )

0

c zl
c z

c
= ,   ( )

( )

0

zl
z

ρ
ρ =

ρ
, 

( )
( )

0

E zl
E z

E
= ,   ( )

( )

0

zl
z

α
α =

α
,   

0

0

E t

l
τ =

ρ

,   ( ) 0,W z τ = α θ , 

u
U

l
= ,   

0

x

E

σ
Ω = ,   

2
0 0

0 0

T E

c

α
δ =

ρ
,   

0

xσ
λ =

σ
,   0

0 0 0

k

c E l
ε =

ρ

, 

где 0k , 0α , 0c , 0ρ , 0E  – некоторые характерные коэффициенты тепло-

проводности, теплового расширения, удельной теплоемкости, плотности и 
модуля Юнга соответственно, начально-краевую задачу (1)–(3) запишем в 
виде 

( )

2

2

z U
z

z

∂Ω ∂
= ρ

∂ ∂τ

,   ( ) ( )z

U
E z z W

z

∂ 
Ω = − α 

∂ 
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
W W U

k z c z z z E z
z z z

∂ ∂ ∂ ∂ 
ε = ρ + δα 

∂ ∂ ∂τ ∂ ∂τ 
;                   (4) 

( ) ( )0, 0, 0U Wτ = τ = ,   ( )1, 0
W

z

∂
τ =

∂
,   ( ) ( )1,z HΩ τ = λ τ ;      (5) 

( ) ( ) ( ), 0 , 0 , 0 0
U

W z U z z
z

∂
= = =

∂
.                                               (6) 

Применив к краевой задаче (4), (5) преобразование Лапласа, с учетом 
начальных условий (6) получим 

( )
2zd

p z U
dz

Ω
= ρ

%
% ,   ( ) ( )z

dU
E z z W

dz

 
Ω = − α 

 

%
% % , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d dW dU

k z pc z z W p z E z
dz dz dz

 
ε = ρ + δα 

 

% %
% , 

( ) ( )0, 0, 0U p W p= =% % ,   ( )1, 0
dW

p
dz

=

%

,   ( )1,z
p

λ
Ω τ =% .          (7) 

Для решения задачи (7) используем метод малого параметра, в качест-
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ве которого выберем параметр δ , характеризующий связанность тепловых 

и механических полей: 0 1U U U= + δ% % % , 0 1Ω = Ω + δΩ% % % , 0 1W W W= + δ% % % . Под-

ставив последние разложения в (7), получим цепочку задач, для решения 
которых применим метод сведения прямых задач к последовательному 
решению интегральных уравнений Фредгольма второго рода: 

0 0W ≡% ,   

min{ , }1

2
0 0

0 0 0

( , ) ( ) ( , )
( ) ( )

z z
d d

U z p p U p d
E p E

η

ξ λ ξ
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ξ ξ∫ ∫ ∫% % , 
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p d

W z p c d
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= − η ρ η η +

ε ξ∫ ∫%  
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U p d zU p

 
 + ρ η η η −
 ε
 
∫ % % , 
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( )

{ }min ,1
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1 1

0 0

, ,

z
d

U z p p U p d
E

η

ξ
= − ρ η η η +

ξ∫ ∫% %  

( ) ( )1

0

,

z

W p d+ α η η η∫ % .                                                              (8) 

Постановка задачи 2. Рассмотрим продольные колебания жестко за-

крепленного на торце 0x =  неоднородного термоупругого стержня  длины 

l  под действием внезапно приложенного к свободному торцу x l=  тепло-

вого потока. В этом случае для математической постановки задачи в задаче 
(1)–(3) необходимо поменять только граничные условия (2) на следующие: 

( ) ( )0, 0, 0u t t= θ = ,   ( ) ( ) ( )0,k l l t q H t
x

∂θ
− = −

∂
,   ( ), 0x l tσ = . 

Обезразмеривание в этой задаче проводится аналогично первой, за исклю-

чением того, что 0

0

( , )
k

W z
q l

τ = θ , 0

2
0 0

k t

c l
τ =

ρ

. После обезразмеривания со-

ответствующая краевая задача примет вид: 
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2
2

2

z U
z

z

∂Ω ∂
= ε ρ

∂ ∂τ

,   ( ) ( )z

U
E z z W

z

∂ 
Ω = − α 

∂ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2W W U
k z c z z z E z

z z z

∂ ∂ ∂ ∂ 
= ρ + δα 

∂ ∂ ∂τ ∂ ∂τ 
,                          (9) 
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( ) ( )0, 0, 0U Wτ = τ = ,   ( ) ( ) ( )01,
W

k l q H
z

∂
− τ = − τ

∂
, 

( )1, 0zΩ τ = ,                                                                                      (10) 

( ) ( ) ( ), 0 , 0 , 0 0
U

W z U z z
z

∂
= = =

∂
.                                                  (11) 

Параметр 
2

ε  для большинства материалов мал, порядка 

10 20
10 10

− −
− . Вычисления показывают, что численное решение задачи (9)–

(11) для однородных материалов в квазистатической постановке практиче-
ски не отличаются от численного решения задачи в динамической поста-
новке и для упрощения расчетов можно в этом случае использовать квази-
статическую постановку. 

Применив к уравнениям (9) и граничным условиям преобразования Ла-
пласа с учетом начальных условий (11), после некоторых преобразований 
имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2d dW
k z p c z z z E z W

dz dz

 
= ρ + δα 

 

%
% , 

( )
dU

z W
dz

= α

%
% ,   ( ) ( )0, 0, 0U p W p= =% % ,   ( ) ( )

1
1 1,

dW
k p

dz p
− =

%

. 

В этом случае задача вначале сводится к нахождению температурного по-
ля. Последняя задача, аналогично [4], сводится к решению интегрального 
уравнения Фредгольма второго рода 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2

0

,W z p p c E= − η ρ η + α η η ×∫%  

( )
( ) ( )

min{ , }

0 0

1
,

z z
d d

W p d
pk k

η

ξ ξ
× η η −

ξ ξ∫ ∫% . 

При численном решении интегральных уравнений Фредгольма второго 
рода применялся метод коллокаций с заменой интегралов их приближен-
ными значениями по квадратурной формуле трапеций. 

Решение обратной задачи. Решение обратной задачи будем находить 
в пространстве трансформант. Коэффициенты переноса и модуль Юнга 
неоднородного термоупругого стержня восстановим в два этапа. 

На первом этапе определим начальное приближение в классе положи-
тельных ограниченных линейных функций методом минимизации функцио-

нала невязки между точными (1, )TU p%  и вычисленными 0 (1, )U p%  торце-

выми смещениями в изображениях (для первой постановки) и точной 

(1, )TW p%  и вычисленной 0 (1, )W p%  температурой в изображениях (для вто-
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рой постановки): 

( ) ( )( )
2

0 0 1, 1,

d

T

c

I U p U p dp= −∫ % % ,   ( ) ( )( )
2

0 0 1, 1,

d

T

c

J W p W p dp= −∫ % % . 

На втором этапе будем уточнять законы изменения восстанавливаемых 
функций на основе метода линеаризации в окрестности некоторого извест-
ного состояния: 

( ) ( ) ( )1 1n n nk z k z k z+ −= + β ,   ( ) ( ) ( )1 1n n nc z c z c z+ −= + β , 

( ) ( ) ( )1 1n n nz z z+ −ρ = ρ + βρ ,   ( ) ( ) ( )1 1n n nE z E z E z+ −= + β . 

Выполняя аналогичные действия как в [3, 4], получим интегральные 
уравнения Фредгольма первого рода для задач 1, 2 соответственно: 

( )

21 1 12

3 21 1
1

0 0 0

n n
n n n n

dU dW
p E dz p U dz k z dz

dz dz

− −
−
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|n n n T n zp c z W dz U U− − =+ ρ = −λδ −∫ % % % ,                              (12) 
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21 1 1

2 21
1 1

0 0 0

n
n n n nn

dW
k dz p c W dz p E W dz

dz

−
− −

 
+ ρ + δ = 
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%
% %  

( )1 1

1
|n T zW W

p
− == −% % .                                                                   (13) 

Таким образом, решение обратной задачи во второй постановке сво-
дится к решению коэффициентной обратной задачи теплопроводности, 
хорошо изученной в [4]. 

Для реконструкции всех теплофизических и механических характери-
стик стержня одного уравнения (12) или (13) недостаточно. Нужно получить 
дополнительные уравнения, учитывающие способ или область нагружения. 
Однако в некоторых частных случаях уравнения (12) или (13) вполне доста-
точно. Вычислительные эксперименты были проведены, когда восстанав-
ливалась только одна из функций при известных других. При этом инте-
гральные уравнения (12) распадались на ряд независимых уравнений. Оп-
ределение поправок из интегральных уравнений является некорректной 
задачей, при регуляризации которой применялся метод Тихонова. После 

нахождения, например, ( )nk z  из решения интегрального уравнения 

( ) ( )

21

1
1 1

0

|n
n T n z

dW
k z dz U U

dz

−
− =

 
= λδ − 

 
∫

%
% % , 
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Рис. 2 

строится новое приближение в соответствии с правилом 

1 1( ) ( ) ( )n n nk z k z k z+ −= + . Критерием выхода из итерационного процесса 

является стабилизация функционала невязки. 
Вычислительные эксперименты. В работе натурный эксперимент 

заменен вычислительным. Восстанавливались различные классы гладких 
функций – степенные, экспоненциальные, тригонометрические. Также было 
исследовано влияние на точность реконструкции монотонности функций, 
начального приближения, зашумления входных данных.  

В первой серии экспериментов восстанавливались коэффициенты, ис-
ходя из постановки задачи 1 (возбуждение колебаний механическим уда-
ром). Немонотонные функции восстанавливались хуже монотонных. Вос-
становление плотности и удельной теплоемкости происходит гораздо луч-
ше, чем реконструкция коэффициента теплопроводности и модуля Юнга. 
Наибольшая погрешность реконструкции возникала на торцах стержня. За-
дание торцевых значений реконструируемых функций значительно снижают 
погрешность и в других точках. Процедура восстановления оказалась ус-
тойчива к 2-4%-му шуму. 

Во второй серии экспериментов восстанавливались функции, исходя из 
постановки задачи 2 в соответствии с уравнением (13). Восстановление 

( )с zρ  и ( )E z  происходило значительно лучше, чем ( )k z . При этом значе-

ние параметра связанности δ  практически не влияло на характер восста-

новления. На графиках сплошной линией изображен точный закон, точками 
– восстановленный.  

На рис. 1 приводится пример реконструкции функции 
3

( ) 2 1,5c z z= −  

при начальном приближении 0 ( ) 2c z z= −  (постановка задачи 1). Параметр 

регуляризации – 
11

10
−

α = . Погрешность реконструкции на пятой итерации 

не превысила 9%. На рис. 2 изображен пример восстанавливаемой функ-

ции ( ) 1,1 cos(2 )E z z= + π  при начальном приближении 0 ( ) 2 0,3E z z= −  и 
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известных торцевых значениях (постановка задачи 2). Параметр регуляри-

зации – 
12

10
−

α = . Погрешность реконструкции не превысила 10%. 

 
Р Е ЗЮМ Е .  Запропоновані дві постановки коефіцієнтних обернених задач для 

термопружного неоднорідного стрижня, описані ефективні чисельні методи розв’язання 
прямої та оберненої задач, наведено результати чисельних експериментів.  
 

S U M M A R Y . In work two productions of coefficient inverse problem for themoelas-
tic inhomoheneous rod are proposed. Efficient numerical methods of solving direct and 
inverse problem are considered. 
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ДЕМПФИРОВАНИЕ РЕЗОНАНСНЫХ ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ГИБКОЙ ШАРНИРНО ОПЕРТОЙ ВЯЗКОУПРУГОЙ КРУГЛОЙ 

ПЛАСТИНЫ ПРИ СОВМЕСТНОМ ИСПОЛЬЗОВАНИИ  
СЕНСОРОВ И АКТУАТОРОВ 

 
Тонкие круглые пластины из пассивных (без пьезоэффекта) и активных 

вязкоупругих материалов были и остаются наиболее распространенными 
элементами конструкций современной техники. Исследованию колебаний 
этих пластин посвящено большое количество работ. При действии на них 
гармонических нагрузок с частотой, близкой к резонансной, возникает опас-
ность их разрушения из-за усталости, высокого уровня напряжений, темпе-
ратуры диссипативного разогрева и др. В связи с этим возникает необхо-
димость в демпфировании резонансных колебаний таких пластин. Для этой 
цели используются как пассивные, так и активные методы. Одним из основ-
ных недостатков пассивных методов, базирующихся на включении в конст-
рукцию компонент с высокими демпфирующими характеристиками, являет-
ся невозможность управлять коэффициентом демпфирования после изго-
товления конструкции. Этого недостатка лишены активные методы, бази-
рующиеся на включении в конструкцию пьезокомпонент, выполняющих 
функции сенсоров и актуаторов. Эти методы позволяют изменять коэффи-
циент демпфирования в процессе работы конструкции. Активному демпфи-
рованию вынyжденных резонансных колебаний при помощи актуаторов 
посвящена статья [1]. При использовании этого метода к актуатору подво-
дится разность потенциалов, компенсирующая ту или иную резонансную 
составляющую механической нагрузки. Второй метод активного демпфиро-
вания колебаний заключается в совместном использовании сенсоров и ак-
туаторов, когда к актуатору подводится разность потенциалов, пропорцио-
нальная току. При этом в электромеханической системе возникает допол-
нительное затухание, пропорциональное первой производной от попереч-
ного перемещения. Основная задача тогда заключается в разработке мето-
да, основанного на использовании пьезоэлектрических включений, выпол-
няющих функции актуаторов. Главной задачей при использовании этого 
метода является исследование различных факторов на коэффициент 
демпфирования, в частности, механических и электрических граничных 
условий, геометрической нелинейности и температуры. Необходимость в 
учете геометрической нелинейности возникает при резонансных колебани-
ях, высоких уровнях механической нагрузки, а также при малых толщинах, 
когда амплитуда колебаний может стать сравнимой с толщиной пластины. 
Обзор исследований по активному демпфированию колебаний круглых 



 126

пластин представлен в [1], в которой рассмотрена задача об осесиммет-
ричных колебаниях круглой пластины с актуаторами. Здесь принимается 
предположение о равенстве нулю нормальной составляющей вектора ин-
дукции, что при наличии электродов на поверхностях пластины не отвечает 
действительности. Кроме того, в ней при рассмотрении жесткого защемле-
нии торца рассматривается полное покрытие пьезослоя электродами, что 
не позволяет управлять колебаниями пластины. При этом не учитываются 
диссипативные свойства материалов и температура диссипативного разо-
грева, а также не рассмотрено активное демпфирование колебаний при 
совместном использовании сенсоров и актуаторов. В данной статье рас-
сматривается задача о свободных и вынужденных изгибных колебаниях 
шарнирно опертой круглой пассивной вязкоупругой пластины, на поверхно-
сти которой нанесены одинаковые пьезослои, отличающиеся лишь направ-
лением поляризации и выполняющих функции сенсоров и актуаторов. 

Постановка задачи. При постановке задачи об активном демпфирова-
нии вынужденных резонансных колебаний вязкоупругой круглой пластины 
используем результаты, представленные в [2–3]. В [2] путем замены пере-
менных для устранения неоднородности в граничных условиях получена 
нелинейная система интегро-дифференциальных уравнений в безразмер-

ном виде относительно поперечного прогиба w  и функции усилий Φ  для 

описания колебаний пластины с пьезоэлектрическими актуаторами  

2
0
11 0 2

1
0M

w w
D D w q M

t

 ∂ ∂ ∂
∗ ∆∆ − Φ − − ∆ + = 

ρ ∂ρ ∂ρ ∂ 

r
;                          (1) 

2
0
11

1

2
N

w
A D

    ∂ ∂Φ Φ ∂
ρ − = − ∗    

∂ρ ∂ρ ρ ∂ρ    
.                                           (2) 

При этом однородные граничные условия шарнирного опирания для w  

принимают вид 

0w = ,   

2

2

1
0M

w w

r rr

∂ ∂
+ ν =

∂∂

 при 1ρ = ;                                           (3) 

0Φ =  при 1ρ = ;                                                                                (4) 

1
0N

∂Φ
− ν Φ =

∂ρ ρ
 при 1ρ = .                                                             (5) 

Граничное условие (4) отвечает свободному торцу в плоскости пластины 

( 0rN =  при 1ρ = ), а (5) – жесткому защемлению этого торца ( 0u =  при 

1ρ = ). К ним необходимо присоединить стандартные начальные условия.  

В работе [3] представлено выражение для показаний сенсора-заряда: 

( )

1 2

0 1 31 2
0

1
2

d w dw
Q h h d

dd

ρ
 

= π + γ + ρ ρ 
 ρ ρρ 
∫ .                                        (6) 
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При постановке задачи об активном демпфировании колебаний круглой 
пластины при совместном использовании сенсоров и актуаторов к приве-
денным соотношениям необходимо добавить уравнение обратной связи 

aV GQ= − & .                                                                                 (7) 

Используя (6), (7), найдем выражение для aV  

( )

1 2

0 1 31 2
0

1
2a

d w dw
V h h G d

dd

ρ
 

= − π + γ + ρ ρ 
 ρ ρρ 
∫

& &
.                          (8) 

Подстановка (7), (8) в уравнение (1) приводит к модифицированному интег-
ро-дифференциальному уравнению, в котором появляется дополнительное 
затухание, пропорциональное скорости изменения поперечного прогиба. 

Вывод интегро-дифференциального уравнения. Ограничимся ис-
следованием вынужденных гармонических колебаний круглой пластины по 
наиболее энергоемкой первой моде. Решение задачи будем искать мето-
дом Бубнова-Галеркина. Для этого поперечный прогиб w  и резонансные 

составляющие механической и электрической нагрузок представим в виде 

( ) ( )1w w= η τ ρ ;                                                                         (9) 

( )1 1q q w= ρ ,   ( )0 1 1M M w∆ = ρ .                                            (10) 

Здесь 1( )w ρ  – некоторая функция, аппроксимирующая форму колебаний 

пластины, в качестве которой выбираем функцию 

( )
2 4

1 1 11w C Cρ = + ρ + ρ ,                                                          (11) 

где 

( )

( )
1

2 3

5

M

M

C
+ ν

= −
+ ν

,   
( )

( )
2

1

5

M

M

C
+ ν

=
+ ν

.                                      (12) 

Эта функция тождественно удовлетворяет однородным граничным услови-
ям (3). 

Используя одномодовое приближение (9)–(11), из формулы (8) находим 

( ) ( )
( )2 4

0 1 31 1 1 2 14 2a

d
V h h G C C

d

η τ
= − π + γ ρ + ρ

τ
.                     (13) 

Подставляя (13) в выражение 

( )1
0 31 0 12 aM h h V= γ + ,                                                           (14) 

получаем 

( ) ( )
( )22 2 4

0 31 0 1 1 1 2 12 2
d

M h h G C C
d

η τ
= − πγ + ρ + ρ

τ
.                 (15) 

При использовании для решения системы интегро-дифференциальных 
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уравнений (1), (2) с граничными условиями (3)–(5) метода Бубнова-
Галеркина в уравнении движения появляется член, содержащий дельта-
функции и их производные: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1

1
M M

 
′ ′∆ ρ = δ ρ − δ ρ − ρ + δ ρ − δ ρ − ρ       

ρ 
.            (16) 

При вычислении интеграла 

( ) ( ) ( )

1 1

2 4
0 1 1 1

0 0

1M C C d

ρ ρ

′ ′∆ + ρ + ρ ρ ρ = δ ρ − δ ρ − ρ +  ∫ ∫  

( ) ( ) ( )2 4
1 1 1

1
1 C C d+ δ ρ − δ ρ − ρ + ρ + ρ ρ ρ  

ρ
 

используем свойства дельта-функций 

( ) ( ) ( )f x x a dx f a

∞

−∞

′ ′δ − = −  ∫ ,   ( ) ( ) ( )f x x a dx f a

∞

−∞

δ − =  ∫ . 

С использованием (15) найдем 

( ) ( )
1

2 4 2 4
0 1 1 0 1 1 2 1

0

1 2 2M C C d M C C

ρ

∆ + ρ + ρ ρ ρ = ρ + ρ =∫  

( ) ( )
22 2 2 4

0 1 31 1 1 2 14 2
d

h h G C C
d

η
= − π + γ ρ + ρ

τ
.                                (17) 

По аналогии с изложенным в [2, 3] приходим к следующему модифициро-

ванному интегро-дифференциальному уравнению относительно ( )η τ : 

2
1 2 3M Nm D D Pη + µ ∗η − µ η ∗η + µ η =&& & .                                           (18) 

Здесь 

1 2

1 1 1
1

2 2 3
P C C q

 
= + = 

 
.                                                                   (19) 

Остальные обозначения совпадают с приведенными в [2, 3]. 
Решение интегро-дифференциального уравнения методом гармо-

нического баланса [4]. Как и в работах [2, 3], для решения нелинейного 
интегро-дифференциального уравнения (18) применяем метод гармоничес-
кого баланса [4], полагая 

cos sinq q t q t′ ′′= ω − ω ,   0 cos sinM M t M t′ ′′= ω − ω ,                    (20) 

где частота механической и электрической нагрузки близка к резонансной 
частоте упругой пластины, определяемой из соотношения 

1 mω = µ .                                                                                       (21) 
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В соответствии с методом гармонического баланса положим 

cos sint t′ ′′η = η ω − η ω .                                                                    (22) 

и из уравнения (18) получаем систему двух нелинейных алгебраических 

уравнений относительно ′η , ′′η  [2, 3] 

2 3
1 1

1

m D D f P
  µ

′ ′ ′ ′′ ′′ ′− ω η + µ η − + ω η − =  
µ   

, 

2 3
1 2

1

m D D f P
  µ

′′ ′′ ′ ′ ′′′ ′′− ω η + µ + ω η + η − =  
µ   

,                          (23) 

где 

( ) ( )
21

1 2 2

1 1
1 1

4 4
C Sf D D D∞

 
′ ′ ′′= µ − η + − η − η η  

, 

( ) ( )
21

1 2 2

1 1
1 1

4 4
C Sf D D D∞

 
′′ ′′ ′= µ − η + − η − η η  

;                     (24) 

Из уравнения (23) видно, что представленные в [2, 3] формулы сохраняют-
ся и для рассматриваемой в настоящей статье задачи, если в них заменить 

мнимую составляющую изгибного комплексного модуля D′′  на модифици-

рованную величину 3 1/D′′ + µ ω µ . Из уравнений (23), (24) легко получить 

кубическое уравнение для квадрата амплитуды 
2

| |x = η  (амплитудно-

частотную характеристику – АЧХ): 

( ) ( ) ( ) [ ]
2 2 3 2 2 2
12 21 11 12 21 22 11 212 0a a x a a a a x a a x P+ + + + + − = ,     (25) 

где  

( ) ( )
2

11 1 12 2

1 1
, 1 1

2 4
Ca m D a D D∞

 
′= − ω + µ = µ − + −  

, 

3
21 1

1

a D
 µ

′′= µ + ω 
µ 

,   2
22

4
Sa D

µ
= . 

Уравнение (25) можно упростить, считая влияние геометрической нелиней-
ности и вязкости величинами одного порядка малости. При этом в (25) сле-

дует положить 0S CD D D∞ = = = . 

Полагая в (23) 0P P′ ′′= = , получаем следующее нелинейное ком-

плексное уравнение для свободных колебаний: 

22
1 2[ 0m D K− ω η + µ η − µ η η =% %% % % ,                                                   (26)  

Здесь 



 130

ˆD D iD′ ′′= +% ,   K K iK′ ′′= +% ,   i′ ′′η = η + η% , 

( ) ( )
1 1

1 1
2 4

CK D D∞
′ = − + − ,   

1

4
SK D′′ = ,   3

1

D̂ D
µ

′′ ′′= + ω
µ

. 

Из уравнения (26) находим выражение для комплексной частоты  

( )
2 2

1 niω = Ω + η ,                                                                              (27) 

где 

22 1 2D K
m m

µ µ
′ ′Ω = − η ,   

21 2

21 2

ˆ

n

D K
m m

D K
m m

µ µ
′′ ′′− η

η =
µ µ

′ ′− η

.                       (28) 

Первая величина в (27) дает собственную частоту колебаний пластины ,а 
вторая – коэффициент демпфирования. 

Расчет температуры диссипативного разогрева. Для расчета темпе-
ратуры диссипативного разогрева примем указанную выше гипотезу о ма-
лости влияния геометрической нелинейности и вязкости. При этом устано-
вившаяся (максимальная) температура диссипативного разогрева находит-
ся из решения представленного в [2] уравнения энергии. При постоянстве 
температуры на торце пластины решение этого уравнения получается ме-
тодом Бубнова-Галеркина при аппроксимации температуры выражением 

( )2
0 1θ = θ − ρ .                                                                                   (29) 

В [2] получена формула 

0 0 2 4

1 1 1

1 6 4 4 12

Bx
d d d

 
θ = + + 

+ β  
,                                                   (30) 

где 
2

/aβ = α λ% , 
2

/B a A= λ% . 

Анализ результатов расчетов. Расчеты показывают, что 2 0µ < . По-

этому из формул (27)–(28) следует, что амплитудно-частотная характери-
стика, как и для прямоугольной пластины [5], будет неоднозначной и жест-
кой, а коэффициент демпфирования зависит от амплитуды колебаний не-
линейно. При этом коэффициент в зависимости от значений фигурирующих 
в этой формуле параметров с ростом амплитуды может как уменьшаться, 
так и увеличиваться. 

Из выражения (6) следует, что при достижении температурой точки Кю-

ри Kθ , при которой 31( ) 0Kγ θ = , показания сенсора стают нулевыми и он 

перестает выполнять свое функциональное назначение. В работе [2] пока-
зано, что при этой температуре пьезоактуатор также теряет свое функцио-
нальное назначение. Поэтому, приравнивая выражение (30) для макси-

мальной температуры Kθ  нулю, получим формулу для критической нагруз-
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ки, после превышения которой и сенсор, и актуатор теряют пьезоєффект. 
Эта формула представлена в [2]. При этом имеет место специфический тип 
теплового разрушения, когда пластина не разделяется на части, но пьезо-
материал теряет свое функциональное назначение, связанное с реализа-
цией активного демпфирования колебаний.   

В силу соотношения (30) температурно-частотная характеристика также 
будет неоднозначной и жесткой, так как она отличается от амплитуды коле-
баний только постоянным множителем.  

 
Р Е ЗЮМ Е .  Методом Бубнова-Галеркина розв’язано задачу про вимушені 

резонансні згинні коливання і дисипативний розігрів шарнірно обпертої гнучкої круглої 
пасивної в’язкопружної пластини з розподіленими п’єзоелектричрими сенсорами та 
актуаторами. Досліджено вплив геометричної нелінійності та температури дисипати-
вного розігріву на ефективність активного демпфування резонансних коливань такої 
пластини за допомогою п’єзоелектричних включень. 

 
S U M M A R Y .  By the Bubnov-Galerkin method  the problem of forced resonance 

vibrations and dissipative heating of flexible circular viscoelestic  plate with distributed sen-
sors and actuators  is solved. The influence of geometrical njnlinearity and dissipative heat-
ing on effectiveness of active damping vibrations  of the plate  with simply supported edges 
by the piezoelectric inclusions is studied. 
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РЕЗОНАНСНЫЕ ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ И  

ДИССИПАТИВНЫЙ РАЗОГРЕВ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК И ИХ 
КОНТРОЛЬ С ПОМОЩЬЮ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ АКТУАТОРОВ 

 
Температура диссипативного разогрева может оказать существенное 

влияние на эффективность активного демпфирования вынужденных коле-
баний тонкостенных элементов [1, 2]. Первые результаты по исследованию 
температурных эффектов на демпфирование стационарных колебаний 
пластин с помощью пьезоэлектрических сенсоров и актуаторов получены в 
статьях [3, 4]. В работах [5, 6] представлены аналитические решения задачи 
о вынужденных осесимметричных колебаниях и разогреве шарнирно и же-
стко закрепленных цилиндрических оболочек и демпфировании этих коле-
баний с помощью пьезоактуаторов. При этом толщина актуатора в жестко-
стных характеристиках, вязкоупругие свойства пьезоматериала и продоль-
ные силы инерции не учитывались. 

В данной статье решена задача о вынужденных резонансных колеба-
ниях и диссипативном разогреве цилиндрических оболочек с пьезоэлектри-
ческими актуаторами при осесимметричном электромеханическом нагруже-
нии. Учитываются продольные силы инерции, вязкоупругие свойства пье-
зоматериала актуаторов и их толщины. Исследовано влияние двух вариан-
тов конструирования кольцевых пьезоактуаторов, их продольных размеров 
и толщины, продольных сил инерции на величину резонансных частот, про-
гибов, коэффициента управления и температуру разогрева шарнирно опер-
той оболочки. 

Постановка задачи. Рассмотрим цилиндрическую оболочку, длины L  
из вязкоупругого изотропного пассивного (без пьезоэффекта) слоя толщи-

ной 0h  и жестко скрепленных с его внутренней и внешней поверхностями 

пьезоэллектрических слоев одинаковой толщины 1h . Оболочка отнесена к 

цилиндрическим координатам α , θ , z  с началом толщинной координаты 

0z =  на срединной поверхности радиуса R . Пьезоактуаторы изготовлены 

из противоположно поляризованной по толщине вязкоупругой пьезокерами-
ки с одинаковыми свойствами, за исключением пьезоконстант, которые 
имеют противоположные знаки. Пусть внутренний и внешний пьезослои 

характеризуются пьезомодулями 31d  и 31d−  соответственно. Рассмотрим 

два типа конструкции актуаторов. Первый, когда актуаторы выполнены в 
виде кольцевых электродированных накладок, которые частично покрывают 
цилиндрические поверхности пассивного слоя оболочки. При этом оболочка 
вдоль образующей конструктивно неоднородна. В другом типе актуаторов 
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пьезослои полностью покрывают цилиндрические поверхности пассивного 
слоя, а на поверхности пьезослоев нанесены разрезные электроды. Элек-
троды, контактирующие с поверхностями пассивного слоя, поддерживается 
при нулевом потенциале. На оболочку действует осесимметричное давле-

ние ( ) coszq q t= α ω , гармонически изменяющееся во времени t  с круговой 

частотой ω , близкой к резонансной. Для компенсации этой нагрузки с той 

же частотой в противоположной фазе к внешним электродам актуатора 

подводится разность электрических потенциалов 0 0
1 12 2

( ) ( )
h h

h hϕ + − ϕ − − =  

)2Re(
ti

aeV
ω

=  с амплитудой aV , которую необходимо определить. Для 

моделирования вязкоупругого поведения пассивного и пьезоактивного ма-
териалов будем использовать концепцию комплексных характеристик [1]. 

На основании гипотез Кирхгоффа-Лява относительно механических пе-
ременных [2], дополненных адекватными им гипотезами для электрических 
полевых величин [5, 7], задача об электромеханических гармонических ко-
лебаниях рассматриваемой оболочки относительно искомых комплексных 

величин сводится к решению уравнений движения (множитель 
i t

e
ω

 опуска-

ется) [8] 

21 0h

dT
u

d
+ ρ ω =

α
,   1

1 0
dM

Q
d

− =
α

,   
21 2 0h

dQ T
w q

d R
− + ρ ω + =

α
,       (1) 

определяющих соотношений между усилиями, моментами и деформациями 

1 11 12T C Cα θ= ε + ε ,   2 12 11T C Cα θ= ε + ε ,   1 11 EM D Mα= κ + , 

2 12 EM D Mα= κ + ,                                                                              (2)  

выражений для деформаций через амплитуды перемещений 

du

d
αε =

α
,   

w

R
θε = ,   1d

d
α

θ
κ =

α
,   1

dw

d
θ = −

α
.                                  (3) 

Здесь 

( )1 0 1 1 12
S

K K KC h B B= + δ , 

( )
3

3 2 30
1 1 1 1 1 1 33 12 6 3 2

12

S
K K K

h
D B B = + δ + δ + δ + γ δ  

 ( )1, 2K = , 

11 2
1

E
B =

− ν

,   12B E= ν ,   

( )
11 2

11

1

1

S

E
E

B
S

=

− ν

,   12 11
S S

EB B= ν , 

12

11

E

E E

S

S
ν = − ,   

2
31

33
33

b

b
γ = ,   

( )

31
31

11 1
E

E

d
b

S
=

− ν

,   ( )2
33 33 1

T
pb k= ε − , 
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( )

2
2 31

11 33

2

1
p E T

E

d
k

S
=

ε − ν

,   ( )0 1 311E aM h b V= − + δ ,   1 1 0/h hδ = , 

1 02h h h∗ρ = ρ + ρ ;                                                                                  (4) 

1 1 1(1 )
E S
K K KS S i′= − δ , 31 31 31(1 )

dd d i′= − δ  – соответственно комплексные по-

датливости, пьезомодуль и диэлектрическая проницаемость пьезоматериа-

ла; E E iE′′ ′′= +  и constν =  – коэффициенты вязкоупругости и Пуассона 

пассивного материала; w w iw′ ′′= + , u u iu′ ′′= +  – амплитуды прогиба и 

осевого перемещения; ρ , ∗ρ  – удельные плотности пассивного и пьезоак-

тивного материалов. Здесь и далее применяются стандартные обозначения 

комплексных величин: a a ia′ ′′= + , 
2 2 1/ 2

| | ( )a a a′ ′′= + , 1i = − . 

При учете гистерезисных потерь в пассивном и пьезоактивном мате-
риалах уравнения (1)–(4) необходимо дополнить уравнением энергии для 
расчета температуры диссипативного разогрева. В силу малой относитель-

ной толщины 1δ  пьезослоев температуру саморазогрева по толщине паке-

та можно считать постоянной. Усредненное по толщине пакета и за период 
колебаний нестационарное уравнение энергии имеет вид 

( )
2

02

21 1ST T
T T W

a t h h

α∂ ∂
= − − +

∂ λ λ∂α

)
,                                                       (5) 

где 0 12h h h= + ; 1α  – коэффициент теплообмена на поверхностях 

0 1( / 2 )z h h= ± + ; λ  – усредненный коэффициент теплопроводности; a  – 

коэффициент температуропроводности; ST  – температура внешней среды. 

Диссипативную функцию вычислим по формуле 

( ) ( )
2 2 2 2

11 122
2

W C Cα α θ θ α θ α θ

ω  ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= ε + ε + ε + ε + ε ε + ε ε +

)
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 233
11 0 1 31

1

2
2 a a

b
D h h b V V V V

h
α α α α α α

′′ 
′′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′+ κ + κ − + κ + κ + + 


, (6) 

в которой ( )′ , ( )′′  – действительные и мнимые составляющие величин.  

Граничные и начальные условия для уравнения теплопроводности за-
пишем в виде  

( )
0,

0
LT

T T
α∂

= ± −
∂α λ

 ( )0, Lα = ;   0T T=  ( )0t = ,                              (7) 

где 0α , Lα  – коэффициенты теплообмена на контурах 0,x L= . 

Построение решения задачи. Для численного решения поставленной 
задачи уравнения гармонических колебаний (1)–(3) после некоторых преоб-
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разований представим в форме обыкновенных дифференциальных урав-
нений нормального вида относительно комплексных искомых величин  

21
h

dT
u

d
= −ρ ω

α
,   

2
21

1 112

1C C
h

dQ
T C w q

d R R

 ν − ν
= − + − ρ ω − 

 α  
, 

1
1

dM
Q

d
=

α
,   1 1

Cdu
J T w

d R

ν
= −

α
,   1

dw

d
= −θ

α
,   1

1D D E

d
J M J M

d

θ
= −

α
.  (8) 

Здесь 111/CJ C= , 1/DJ D= , 12 11/C C Cν = . 

К уравнениям (8) необходимо присоединить механические граничные 
условия. Пусть оболочка свободно смещается в продольном направлении 
при шарнирном опирании ее торцов. Тогда граничные условия имеют вид 

1 0T = ,   0w = ,   1 0M =  ( )0,x L= .                                                     (9) 

Комплекснозначная система уравнений электромеханики (8) с гранич-
ными  условиями (9) интегрировалась численным методом дискретной ор-
тогонализации с использованеим типовой программы для решения обыкно-
венных дифференциальных уравнений [9]. На основании решений задачи 
при механическом либо электрическом нагружении вычислялись диссипа-
тивная функция (6) и уравнение нестационарной теплопроводности (5)–(7) 
интегрировалось методом конечных разностей с использованием явной 
схемы. При этом использовались безразмерные пространственная 

/x L= α  и временная 
2

/at Lτ =  координаты, а также коэффициенты теп-

лообмена /k k Lγ = α λ ( , 0, )k s L= . 

Рассматривались три способа возбуждения вынужденных колебаний 
оболочки. Согласно первому оболочка нагружена равномерным поверхно-

стным давлением 0q q= . При втором способе к электродам актуатора под-

водится разность электрических потенциалов с амплитудой aV± . При 

третьем комбинированном способе нагружения оболочка находится под 

воздействием гармонического давления 0q  и с целью его компенсации к 

внешним электродам актуатора подводится разность потенциалов 2 aV  с 

той же частотой, но противоположной фазы. Для определения значения 

aV , необходимого для максимального снижения прогибов оболочки при ее 

вынужденных колебаниях, вызванных механической нагрузкой 0q , зависи-

мость между ними выбиралась в виде линейного закона  

( ) 0a aV k q= ∆ ,                                                                     (10) 

где ak  – коэффициент управления; ∆  – безразмерная ширина пьезоактуа-

тора.  

Коэффициент ak  выбирался как отношение максимального прогиба 
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maxpw , обусловленного на частоте линейного резонанса единичным меха-

ническим нагружением ( 0 1q Па= , 0aV = ), к соответствующему прогибу 

maxEw  при подводе к электродам актуатора единичного потенциала 

0 0q = , 1a aV V В′′= = , 0aV ′′= , так что  

max maxa p Ek w w= .                                                                        (11) 

Таким образом, коэффициент ak  характеризует величину электриче-

ского потенциала, который необходимо подвести к электродам для компен-
сации единичной механической нагрузки. Наиболее эффективным будет 

актуатор таких размеров ∆ , при которых электрическое нагружение приво-
дит к реализации максимальной амплитуды прогибов. Такой актуатор по-

зволяет компенсировать механическую нагрузку 0q  наименьшим значени-

ем амплитуды потенциала aV , подведенном к внешним электродам актуа-

тора. При этом ak  будет наименьшим. В работе [5] на основании аналити-

ческого решения рассматриваемой задачи при пренебрежении продольной 
составляющей сил инерции, толщиной пьезоактуаторов в жесткостных ха-
рактеристиках и вязкоупругими свойствами материала для коэффициента 

ak  получено следующее выражение:  

( )

2

2
0 1 311 sin sin / 2

a

m m m

L
k

h b k k k
=

+ δ ξ ∆

,                                            (12) 

где mk m= π , 1, 3, ...m = ; ξ , ∆  – безразмерные параметры координаты 

центра и ширины пьезоактуатора соответственно.  
Результаты расчетов. Численные расчеты проведены для оболочки 

из полимера [10] с модулем сдвига, для которого 

794, 2G МПа′ = ,   73, 42G МПа′′ = ,   0,3636ν = , 

где 2(1 )G E= + ν  – модуль сдвига, ν  – коэффициент Пуассона. 

Внешние пьезоактивные слои актуатора изготовлено из пьезокерамики 
ЦТСтБС -2 [11], вязкоупругие свойства которой таковы:  

12 2
11 12,5 10 /S м Н−
′ = ⋅ ,   

10
31 1,6 10 /d Кл м−
′ = − ⋅ ,   

2
33 021 10′ε = ⋅ ε , 

12
0 8,654 10 /Ф м−

ε = ⋅ ,   
2

11 0,16 10
s −

δ = ⋅ ,   
2

31 0,4 10
d −

δ = ⋅ , 

2
33 0,35 10
ε −

δ = ⋅ ,   0,37E E′ν = ν =    ( )0E′′ν = . 

Остальные параметры полимера и пьезокерамики следующие:  

3
929 /кг мρ = ,   

3
7520 /кг м∗ρ = , 

2
0 2 /( )s L Вт м градα = α = α = ⋅ , 
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0,47 /( )Вт м градλ = ⋅    0 20SТ Т C= =
o

. 

Геометрические размеры оболочки выбирались такими: 

0,2L м= ,   0,1R м= ,   0 0,04h м= . 

Поскольку для рассматриваемой оболочки реализуются преимущественно 
изгибные колебания, расчеты проводились для наиболее энергоемкой пер-

вой моды ( 1)m = , максимальные прогибы которой достигаются в средней 

точке ее безразмерной длины ( 0,5)x =  и центр актуаторов безразмерной 

ширины ∆  совпадает с этой точкой ( 0,5)xξ = = . 

В таблице для приведенных параметров ширины ∆  актуатора пред-

ставлены результаты расчетов коэффициента управления ak , полученные 

на основании численного решения задачи по формуле (11) (вторая строка) 
и результатов аналитического решения по формуле (12) (третья строка). 
При этом продольные силы инерции и толщина актуатора не учитывались. 

Из таблицы видно, что полученные результаты удовлетворительно согла-
суются между собой, что подтверждает правомерность полученного ре-
зультата (11) при решении задач численными методами.  

На рис. 1 для оболочки с пьезоактуаторами-накладками в зависимости 

от параметра ∆  изображены кривые 1–4 изменения резонансных частот 

изгибных колебаний 
5 1

10 с− −
ω = ω⋅%  (штрих–пунктирные линии) и вычислен-

ных на этих частотах максимальных амплитуд прогибов 
6

| (0,5) | 10Ew w м= ⋅%  при подводе к электродам актуатора единичного по-

∆  0,01 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1.0 

2
1̀ 0ak ⋅  30,100 3,000 1,570 1,080 0,844 0,702 0,616 0,562 0,527 0,506 0,500 

2
1̀ 0ak ⋅  31,700 3,140 1,640 1,100 0,847 0,705 0,618 0,560 0,524 0,505 0,499 

 

4

4

4

1,2

1,2

1,2

3

3

3

4*

4*

4*

0 0,5 ∆

0,1

0,2

, ,E Pw w ω%% %

1,2

3 4

0 0,5 ∆

0,1

0,2

ak

Рис. 1 Рис. 2 
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тенциала 1a aV V В′= = , 0aV ′′ = , 0 0q =  (сплошные линии) и 

8
| (0,5) | 10pw w м= ⋅%  при единичной механической нагрузке 0aV = , 

0 1q Па=  (штриховые линии) для параметров толщин актуатора 1 0δ = , 

3
0, 25 10

−
⋅ , 

2
0, 25 10

−
⋅ , 

1
0, 25 10

−
⋅  соответственно. Зависимости коэффици-

ентов управления ak  (11) для указанных параметров относительной тол-

щины параметров актуатора показано на рис. 2. При этом кривые 1, 2, рас-

считанные для параметров 1 0δ = , 
3

0, 25 10
−

⋅ , совпадают между собой и с 

результатами расчетов, полученными на основе аналитического решения 
задачи [5]. Из рис. 1 и 2 видно, что с ростом толщины актуаторов (кривые 3, 
4) из-за конструктивной неоднородности резонансные частоты и прогибы 
при механическом нагружении становятся функциями параметра ширины 

актуатора ∆ , а прогибы при электрическом нагружении и коэффициент ak  

достигают соответственно максимума и минимума при 1∆ = . Отметим, что 
кривые 1–4, кроме 4*, рассчитаны без учета продольных сил инерции. 
Сравнение между собой кривых 4 и 4* показывает, что учет продольных сил 
инерции способствует некоторому снижению резонансных частот и проги-
бов изгибной моды колебаний оболочки и практически не вносит вклада в 

расчеты коэффициента управления ak . Этот эффект становится менее 

заметным при уменьшении относительной толщины актуаторов.  
В случае сплошных актуаторов с разрезными электродами для выше-

указанных параметров оболочки результаты расчетов с учетом продольных 
сил инерции представлены кривыми 1–4 на рис. 3 и рис. 4. При таком типе 

пьезоактуаторов параметр ∆  характеризует безразмерную ширину пьезос-
лоя, к электродам которого подводится электрический потенциал. Вне па-

раметра ∆  электроды закорочены. Особенность актуаторов с разрезными 
электродами состоит в том, что в силу однородности оболочки вдоль длины 
собственные частоты (штрих-пунктирные линии) и механические прогибы 

1 3−

1 3−

4 4

4

31,2

0 0,5 ∆

0,1

0,2

, ,E Pw w ω%% %

1 4−

0 0,5 ∆

0,1

0,2

ak

Рис. 3 Рис. 4 
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(штриховые линии) не зависят от параметра ∆ . В то же время коэффици-

ент ak  (рис. 4) является функцией только параметра ∆  и практически не 

зависит от толщины актуатора.  
На рис. 5 и рис. 6 сплошными кривыми показаны соответственно ам-

плитудно-частотные зависимости максимальных прогибов и температурно-
частотные характеристики максимальной температуры диссипативного ра-
зогрева оболочки рассматриваемых размеров при наличии актуаторов с 

разрезными электродами толщины 
3

1 0,25 10
−

δ = ⋅  и ширины 0,5∆ =  при 

механическом нагружении с амплитудой 
5

0 0,125 10q Па= ⋅ . Теплообмен с 

окружающей средой характеризовался параметрами 0 0,851s Lγ = γ = γ = . 

Штриховые кривые характеризуют изменение амплитуд прогибов и темпе-
ратуры разогрева при совместном нагружении оболочки механической на-

грузкой 
5

0 0,125 10q Па= ⋅  и подводе в противофазе к электродам актуато-

ра электрического потенциала 87,5aV В= . Величина aV  вычислялась по 

формуле (10) при 0,007ak = согласно рис. 4 для 0,5∆ = . Рис. 5 и рис. 6, а 

также проведенные расчеты показали, что при активном демпфировании 
вынужденных колебаний в области резонанса рассматриваемой оболочки с 
помощью пьезоактуаторов прогибы, обусловленные механической нагруз-
кой, уменьшаются на 2–3 порядка, так что разогрев отсутствует. 

 
Р Е ЗЮМ Е .  Чисельно розв’язано задачу про вимушені резонансні коливання і 

дисипативний  розігрів циліндричних оболонок з п’єзоелектричними актуаторами при 
осесиметричному електромеханічному навантаженні. Досліджено вплив розмірів 
п’єзоактуаторів і поздовжніх сил інерції на резонансні частоти, прогини, коефіицієнт 
демпфування і температуру дисипативного розігріву шарнірно обпертої оболонки. 

 
S U M M A R Y .  By the numerical method the axisymmetric problem of forced reso-

nance vibrations and dissipative heating of cylindrical shells with the piezoelectric actuators  

aP V−

0,130 0,155 5 1
10 ,c− −

ω⋅

0

0,06

0,12

4
max 10 ,W м⋅

aP V−

0,130 0,155 5 1
10 ,c− −

ω⋅

0

60

30

max ,T C°

Рис. 5 Рис. 6 
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is solved. The influence of the sizes of piezoactuators and the longitudinal  inertia forces on 
the resonant frequency, deflection, damping coefficient and temperature of dissipative 
heating of the simply supported shell is studied.  
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Н. В. ПЕТРЕНКО  
 

КОЛЕБАНИЯ И ДИССИПАТИВНЫЙ РАЗОГРЕВ ФИЗИЧЕСКИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ВЯЗКОУПРУГИХ КРУГЛЫХ ПЛАСТИН С 

РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ АКТУАТОРАМИ 
 

Как конструктивные элементы, круглые пластины из неупругих материа-
лов находят широкое применение в различных областях современной техни-
ки [1]. Очень часто на них действуют нагрузки, изменяющиеся по гармониче-
скому закону во времени, в частности, с частотой, близкой к резонансной. 
При высоком уровне деформирования, которое сопровождает резонансные 
колебания, материал начинает проявлять зависимость механических харак-
теристик от амплитуд деформаций. Общая теория физически нелинейного 
поведения пассивных (без пьезоэффекта) и пьезоактивных материалов в 
моногармоническом приближении развита в монографии [2]. Необходимо 
отметить, что концепция комплексных характеристик является очень эффек-
тивным методом описания динамического поведения неупругих материалов 
при моногармоническом нагружении [3–5]. Для пассивного демпфирования 
таких колебаний в структуру пластины включаются компоненты с высокими 
гистерезисными потерями. Вопросам пассивного демпфирования тонкостен-
ных элементов при помощи неупругих включений посвящена обширная лите-
ратура, обзор которой представлен в [3–6]. В последние годы для демпфиро-
вания колебаний тонкостенных элементов начали эффективно применяться 
активные методы демпфирования резонансных колебаний [8], когда в струк-
туру тонкостенного элемента включаются пьезоэлектрические компоненты, 
выполняющие функции так называемых актуаторов. При этом основной за-
дачей является расчет той разности потенциалов, которую необходимо под-
вести к актуатору для компенсации механической нагрузки. В литературе 
отсутствуют работы, посвященные исследованию влияния физической нели-
нейности и температуры диссипативного разогрева на эффективность рабо-
ты актуаторов и на эффективность активного демпфирования резонансных 
колебаний с их помощью.  

В настоящей статье рассмотрена задача об активном демпфировании 
вынужденных резонансных колебаний жестко защемленной по торцу тонкой 
круглой пластины из физически нелинейного неупругого материала с уче-
том влияния диссипативного разогрева.  

Постановка задачи. Рассмотрим сплошную круглую пластину радиуса 

R , на которую действует равномерное поверхностное давление, изме-
няющееся по гармоническому закону с частотой ω , близкой к резонансной: 

0 exp( )q q i t= ω . Пластина изготовлена из неупругого материала, термоме-

ханическое состояние которого моделируется на основе концепции ком-
плексных характеристик [2–4]. В случае изотропного материала будем счи-
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тать, что действительная G′  и мнимая G′′  составляющие модуля ком-

плексного сдвига G G iG′ ′′= +  зависят от амплитуд деформаций сдвига. 

Эта зависимость находится из экспериментов. Такой подход является об-
щепринятым в динамике конструкций при моногармоническом нагружении 
[2–6]. По аналогии с теорией малых упруго–пластических деформаций для 
неодноосного напряженно-деформированного состояния считается, что 
компоненты комплексного модуля зависят от интенсивности деформаций: 

( ) ( )
2 2 2 2 2 2 21

... 6
6

rr r r z z rz rzθθ θ θ θ θ
 ′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′Γ = ε − ε + + ε + ε + ε + ε + ε + ε  

.         (1) 

где klε  ( , , , )k l r z= θ  – компоненты тензора деформаций. Таким образом, 

имеет место известная упруго-вязкоупругая аналогия, когда все отличие в 
постановке задач механики для неупругого материала сводится к замене 
действительных модулей на комплексные [2–7]. Здесь компоненты тензо-
ров напряжений и деформаций и механические характеристики материала 
являются комплексными: 

kl kl kli′ ′′σ = σ + σ ,   kl kl kli′ ′′ε = ε + ε ,   G G iG′ ′′= + .                                 (2) 

Для вычисления действительной и мнимой составляющих модуля сдви-
га в их зависимости от интенсивности девиатора тензора деформаций для 
изотропного неупругого материала необходимо иметь петлю гистерезиса, 

например, для деформаций сдвига 0 cosxy tε = ε ω  при разных амплитудах 

деформаций 0 .ε  Действительная и мнимая составляющие комплексного 

модуля сдвига находятся из косинус– и синус – преобразования Фурье, т.е. 
путем интегрирования экспериментальной кривой по петле гистерезиса, так 
что для изотропного материала 

2 /

0
0

( ) cosG t t dt

π ω

ω
′ = σ ω

πε ∫ ,   

2 /

0
0

( ) sinG t t dt

π ω

ω
′′ = σ ω

πε ∫ .                 (3) 

В полученной таким образом формуле необходимо заменить 0ε  на .Γ  

Деформации считаются малыми, а связь между деформациями и пере-

мещениями ku  определяется линейными соотношениями. На поверхности 

пластины нанесены пьезоэлектрические слои, выполняющие роль актуато-
ров. Эти слои отличаются друг от друга только направлением поляризации.  

Для описания механического поведения пластины ограничимся самыми 
простыми из гипотез – гипотезами Кирхгоффа-Лява. Основные соотноше-
ния механики пластин – кинематические соотношения, уравнения движе-
ния, механические граничные условия – представлены в [1]. В дальнейшем 
будем интересоваться только изгибными колебаниями тонкой круглой пла-
стины. Универсальные комплексное уравнение изгибного движения и кине-
матические соотношения для круглой пластины представлены в [1]. К ним 
необходимо добавить комплексные определяющие уравнения для момен-
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тов, которые для круглой пластины с актуаторами имеют вид [9] 

( )1 0rM D Mθ= − κ + νκ + ,   ( )2 0rM D Mθ= − νκ + κ +                       (4) 

и для диссипативной функции 

( ) ( )
2

r r r rW M M M Mθ θ θ θ

ω
′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ = κ − κ + κ − κ  .                                       (5) 

Здесь ( )0 0 1 31 / 2AM h h V= + γ  ( AV  – подводимая к актуатору разность по-

тенциалов). В предположении постоянства температуры по толщине пла-
стины универсальное стационарное уравнение энергии может быть пред-
ставлено в виде [9] 

1
( ( ) 2 0k h r W

r r r

∂ ∂θ 
− αθ + = 

∂ ∂ 
,                                                            (6) 

где k  – коэффициент теплопроводности, α  – коэффициент теплоотдачи. 

Из–за малой толщины актуатора диссипативный разогрев в нем не учиты-
вается. В дальнейшем будем считать коэффициент Пуассона пассивного 
материала ν  постоянной величиной. Так как модуль сдвига зависит от вто-

рого инварианта Γ  тензора деформаций, то изгибная жесткость D  в (4) 
будет нелинейной функцией изгибных деформаций. Подставляя равенства 
(4) в уравнения движения [1] и в функцию (5), получаем нелинейную систе-
му дифференциальных уравнений относительно комплексного прогиба и 
температуры 

2 2 2

2 2 2

1 1 1d d w dw d d w dw
D D

d d dd d d

      
ρ + ν + ν + −      
   ρ ρ ρ ρ ρ ρρ ρ ρ         

 

( ) ( )
4 2 4 2

0 0 0 0h R w R p R M− γ ω − ρ − ∆ = ,                                        (7) 

( )
( )

( )

2 2
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2
0

( )1 2

12 1

G T hd T dT R d w d w
T T

d hd R d d

   ′′ ′ ′′ωα + − − + + +   
   ρ ρ λρ − ν λ ρ ρ   

 

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1
2 0

dw dw dw d w dw d w

d d d dd d

 ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′   
+ + + ν + =      ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρρ ρ      

.    (8) 

Если свойства материала не зависят от температуры, связанная задача 
термомеханики распадается на две отдельные задачи. Сначала решается 
нелинейная задача о механических колебаниях пластины, затем вычисля-
ется диссипативная функция и, наконец, решается уравнение теплопровод-
ности с известным источником тепла.  

Аналитическое решение задачи о резонансных колебаниях пла-
стины. Вид аналитического решения поставленной выше задачи зависит от 
аппроксимации модуля сдвига, как функции второго инварианта девиатора 
тензора деформаций. Эта функция может быть получена с использованием 
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различных моделей. Так, например, при использовании модели идеальной 

пластичности действительная RG и мнимая IG  составляющие комплексно-

го модуля сдвига имеют следующий вид  

2 2 2
arccos 1 1 sin arccos 1R

G
G ∗ ∗ ∗ Γ Γ Γ      

= − − − −      
π Γ Γ Γ      

, 

4
1I

G
G ∗ ∗Γ Γ 

= − 
π Γ Γ 

 при ∗Γ Γf .                                                        (9) 

Здесь ∗Γ  – предел упругости. При использовании модели пластичности с 

линейным упрочнением и идеальным эффектом Баушингера эти состав-
ляющие вычисляются по формулам  

1
1 1

Л

R R

G
G G G

G

 
= + − 

 
,   11

Л

I I

G
G G

G

 
= − 
 

 при ∗Γ Γf ,                 (10)  

в которых IG , G  – константы, определяемые из кривой деформирования. 

Однако при деформировании на резонансных частотах и при реальных 
теплообмене и размерах пластины температура диссипативного разогрева, 
как правило, превышает разумные пределы. Этот факт необходимо иметь в 
виду при исследовании вынужденных резонансных колебаниях упругопла-
стических и вязкоупруго-пластических тел за пределами упругости. Прием-
лемые уровни температур достигаются при деформациях, намного мень-
ших этих пределов, т.е. при деформировании в области микропластично-
сти. Для описания термомеханической связанности для этого случая можно 
использовать модель, разработанную, например, в монографии [4]. Эта 
модель дает такие выражения для действительной и мнимой составляю-
щих  комплексного модуля сдвига:  

( )1G G r
α

′ = − Γ ,   G gG α
′′ = Γ ,                                                         (11) 

Здесь r , g , α  – определяемые из экспериментов параметры. Диссипа-

тивная функция по-прежнему вычисляется по формуле (8). Наконец, как 
указывалось выше, можно просто использовать экспериментальные дан-
ные по гистерезисным петлям и по ним рассчитать комплексный модуль 
сдвига или использовать табличные данные для них. Так, например, приве-
денные в работах [6,10] экспериментальные данные для модуля сдвига с 
большой точностью аппроксимируются такими функциями: 

2
1 1G a b′ = − Γ ,   

2
2 2G a b′′ = − Γ .                                                        (12) 

Здесь параметры ia , ib  ( 1, 2)i =  определяются экспериментально. Так, 

например, для стали 45 (коэффициент Пуассона 0, 27ν = , а плотность 

3
7800 /кг мρ = ) они равны: 

11
1 0,8 10a Па= ⋅ ,   

8
1 0,507 10a Па= ⋅ ,   1 0b = ,   

15
2 0,451 10b Па= − ⋅ . 
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Аппроксимация (12) дает возможность получить в замкнутой форме  анали-
тическое решение задачи о колебаниях и диссипативном разогреве прямо-
угольной пластины из физически нелинейного материала и на его основе 
построить амплитудно-частотные и температурно-частотные характеристи-
ки. Это решение может служить эталоном при апробации численных мето-
дов, в частности, метода конечных элементов.  

Пусть торцы пластины жестко защемлены. Тогда прогиб пластины при 
колебаниях на резонансе можно представить в виде:  

( )
2

2
1w A= − ρ .                                                                                   (13) 

Используя (12), (13), из уравнения движения (7) после громоздких выкладок 
при помощи метода Бубнова-Галеркина получим следующее кубическое 

уравнение для безразмерной амплитуды 
2 2

| | /y A h= колебаний круглой 

пластины: 

3 2
2 1 0 0y n y n y n− + − = .                                                                      (14) 

Здесь введены следующие обозначения: 

( )

8 2
0

0 2 2
0 12 22

R p
n

h b b
=

+

,   
( )

( )

8 2 2
11 21

1 4 2 2
0 12 22

R b b
n

h b b

+

=

+

, 

( )

( )

4
11 12 21 22

2 2 2 2
0 12 22

2R b b b b
n

h b b

+

=

+

,                                                                  (15) 

где 

( )
2

2 2
0 31 0 1 1 12 ( 1

6
A

qR
p h h V= − γ + ρ − ρ ,   

( )

3 2 2
1 0

11 2

16

9 101

a h R
b

R

ρ ω
= −

− ν

%
, 

( )

3
2 0

21 2

16

9 1

a h
b

R
=

− ν

,   

( )

5
1 0

12 2

8

5 1

b h C
b

R
=

− ν

,   

( )

5
2 0

22 2

8

5 1

b h C
b

R
=

− ν

.              (16) 

Для случая постоянного коэффициента Пуассона гипотеза Кирхгоффа–

Лява дает следующее выражение для величины C : 

[ ]1 2 1 2 1 2

1
3(2 )(7 5 ) (8 4 )(1 ) (2 )(1 3 )

3
C = α − α + ν − α − α + ν − α − α + ν −  

[ 1 2 1 2 1 2

1
5 (34 18 ) 5 (15 7 ) (10 3 )(1 ) (8 4 )

6
− α + ν − α + ν − α − α + ν − α − α ×  

] [ ]1 2 1 2

1
(1 3 ) (10 3 ) (1 3 ) 7(10 3 ) (3 )

10
× + ν − α − α + ν − α − α + ν .             (17) 
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Решение уравнения энергии. Стационарная температура диссипатив-
ного разогрева находится из решения дифференциального уравнения теп-
лопроводности (8) при тепловых граничных условиях, отвечающих задан-

ной на торце температуре CT : 

CT T=  при r R= .                                                        (18) 

Решение краевой задачи (8), (18) находим  методом Бубнова-Галеркина, 
используя аппроксимацию  

( )2
1 1CT T Tθ = − = − ρ ,                                               (19) 

где параметр 1T  определяется по формуле: 

2
1 1 2T t x t x= + .                                                               (20) 

Здесь параметры 1t , 2t  зависят от теплофизических и электромеханиче-

ских свойств пассивных и пьезоактивных материалов, при этом 1t  всегда 

положительно, а знак 2t  зависит от знака 2b  в аппроксимации (12): 2 0t f  

при 2 0b f  и 2 0t p  при 2 0b p . 

Анализ результатов. С использованием представленного выше ана-
литического решения получены числовые результаты, иллюстрирующие 
влияние физической нелинейности на амплитудно–частотную характери-
стику (АЧХ) колебаний пластины из стали 45. Радиус и толщина пластины 

считались равными 0,3R м= , 
3

4 10h м
−

= ⋅ . На пластину действует нагруз-

ка 
3

2 10q Па= ⋅ . На рис. 1 изображена зависимость амплитуды колебаний 

от частоты для физически нелинейного материала, а на рис. 2 – для физи-

чески линейного материала. Как видим, наблюдается сильное влияние фи-
зической нелинейности на АЧХ 

Из выражения (16) видно, что если к актуатору подвести разность по-

6

7

8

/ 10A h ⋅

70220 70240 70260
3

10
−

ω⋅

4,913

4,914

4,915

/A h

70220 70240 70260
3

10
−

ω⋅

Рис. 1 Рис. 2 
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тенциалов  

( ) ( )

2

2 2
31 0 1 1 112 1

A

qR
V

h h
=

γ + ρ − ρ

,                                   (21) 

то амплитуда вынужденных колебаний при совместном действии механиче-
ской и электрической нагрузок равна нулю.  

Из выражения (21) следует, что физическая нелинейность не влияет на 
разность потенциалов, которую необходимо подвести к актуатору для ком-
пенсации механической нагрузки. Это очень важный результат, который 
свидетельствует о том, что для расчета компенсирующего механическую 
нагрузку разности потенциалов нет необходимости решать нелинейную 
задачу, а достаточно ограничиться только решением линейной задачи вяз-
коупругости. Выражение (21) также показывает, что работа актуатора будет 
самой эффективной (разность потенциалов будет минимальной), если раз-

меры актуатора равны 1 2 / 2ρ = . Из решения уравнения энергии (19), (20) 

видно, что физическая нелинейность может как увеличить (при 2 0t f ) тем-

пературу диссипативного разогрева, так и уменьшить ее (при 2 0t f ), что, 

как указывалось выше, в свою очередь зависит от знака 2b . При достиже-

нии температурой диссипативного разогрева точки Кюри KT  пьезоактивный 

материал становится  пассивным и работа пьезоактуатора ухудшается. 

Будем считать, что температура не должна достигать KT  ни в одной точке 

пластины. Из этого условия можно найти критическое значение нагрузки 

krq , при которой актуатор достигает точки Кюри в центре пластины, где 

температура является максимальной. Это критическое значение  опреде-
ляется из соотношений (14) и (20). 

Полагая в (20) 
2

1 2K K C kr krT T t x t xθ = θ = − = + , при 2 0t f  найдем кри-

тическое значение амплитуды колебаний 
2

kr krx A= :  

2

1 1

2 2 2

1 1

4 2

kr
kr

t t
x

t t t

   θ
= + +   

   
.                                    (22) 

Подставляя (22) в (14), найдем критическое значение параметра нагруже-

ния 0krn : 

3 2

0 2 16 4 2

kr kr kr
kr

x x x
n n n

h h h
= − + .                                         (23) 

Более точное значение критической нагрузки найдем, полагая, что тем-

пература диссипативного разогрева достигается в точке 1ρ = ρ . При этом 

во всей активной области 10 ≤ ρ ≤ ρ  температура диссипативного разогрева 
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превышает точку Кюри. Тогда критическое значение параметра нагрузки 
определяется из приведенных выше формул (22), (23), если в них заменить 

величину Kθ  на величину 
2
1

ˆ /(1 )KK = θ − ρθ . При оптимальных размерах 

актуатора 
2
1 1/ 2ρ =  величина ˆ 2 KK = θθ . При 2 0t p  минимальное критиче-

ское значение амплитуды krx  определяется по формуле 

1/ 2
2 2

1 2 1 1 2/(2 /(4 ) /kr krx t t t t t = − − θ
 

. Критическое значение параметра 

нагрузки определяется по формуле (23), в которой величину 2n−  следует 

заменить на 2n . Если механическая нагрузка превышает критическое зна-

чение, актуатор теряет свое функциональное назначение из–за потери ма-
териалом пьезоэффекта и управлять колебаниями пластины становится 
невозможным. 

 
Р Е ЗЮМ Е .  Методом Бубнова–Гальоркїна розв’язано задачу про вимушені ре-

зонансні згинальні коливання і дисипативний розігрів жорстко защемленої фізично 
нелінійної круглої пасивної непружної пластини з розподіленими п’єзоелектричними 
актуаторами. Досліджено вплив фізичної нелінійності і температури дисипативного 
розігріву на ефективність активного демпфування за їх допомогою.  

 
S U M M A R Y .  By Bubnov–Galerkin method  the problem of forced resonance vibra-

tions and dissipative heating of a physical nonlinear circular viscoelastic plate with distrib-
uted actuators is solved. The edge of the plate is rigidly clamped. The influence of the 
physical nonlinearity and dissipative heating on effectiveness of active damping vibrations 
jf the plate is investigated. 
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В. И. ГОЛОЛОБОВ, канд. техн. наук 
 

ВЛИЯНИЕ СДВИГОВЫХ ДЕФОРМАЦИЙ НА УРОВЕНЬ 
КОМПЕНСАЦИОННОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ ПРИ ОСЕСИММЕРИЧНЫХ 

КОЛЕБАНИЯХ ПЛАСТИНЧАТОГО ПЬЕЗОВИБРАТОРА 
 

Использование в конструкциях пьезоэлектрических материалов в каче-
стве электромеханических преобразователей позволяет осуществлять до-
полнительные компенсирующие воздействия электрическим путем [1]. Tак, 
пьезоактивные слои в качестве преобразователей наносятся на тонкостен-
ные пластинчатые конструкционные элементы. Методы определения дина-
мических характеристик таких монолитных слоистых элементов базируются 
на теории тонких пластин, основанной на гипотезе прямой нормали и соот-
ветствующих этой гипотезе предположениях о характере электрического по-
ля в пьезослоях. Следует ожидать, что при гармонических колебаниях на 
повышенных частотах полученные этими методами результаты решения за-
дач можно существенно уточнить учетом поперечных сдвиговых деформаций 
и сил инерции вращения. В данной работе на примере круглой пластинки, 
подверженной синусоидально изменяющейся во времени нагрузке, анализи-
руется влияние указанных факторов на величину компенсирующего электри-

ческого воздействия. Заметим, что необходимым условием взаимной ком-

пенсации результатов воздействий в какой-либо форме должно быть посто-
янство фазовых соотношений – в линейной системе фазы основного и ком-
пенсирующего воздействий должны совпадать или быть противоположными. 
При этом компенсация или обращение в нуль перемещения или механиче-
ского напряжения в какой либо точке, возможна только на одной частоте. 

Постановка задачи. В качестве типового элемента рассмотрим трех-

слойную пластину радиуса R  с упругим внутренним слоем толщины 2H  и 
круговыми или кольцевыми в плане пьезокерамическими слоями толщины 

h . Колебания пластины вызваны осесимметричной контурной или поверх-

ностной механической нагрузкой и совпадающим с ней по фазе электриче-
ским напряжением на пьезослоях. В линейной колебательной системе для 
нагрузок, изменяющихся во времени по синусоидальному закону, все фак-
торы электромеханического состояния представляются произведениями их 
амплитуд, зависящих от радиальной координаты r , на общий временной 
синусоидальный множитель. Будем считать, что механическая нагрузка, 
вызывающая колебания выделенного из конструкции пластинчатого эле-
мента, представлена заданным значением амплитуды перемещения его 

наружного контура w , а компенсирующая нагрузка – электрическим напря-

жением V  на каждом электромеханическом преобразователе. Это напря-

жение приложено к электродам – электропроводящим слоям на поверхно-



 150

стях пьезодиэлектрика. Электрическим сопротивлением электродов преоб-
разователей пренебрегаем, что позволяет считать электроды эквипотенци-
альными поверхностями, а компенсирующее напряжение на преобразова-
теле удовлетворяющим условию 

0dV dr = .                                                                          (1) 

Указанное напряжение совпадает по величине с электрическим потенциа-
лом одного из электродов преобразователя, причем потенциал другого 
электрода равен нулю. 

Прогиб пластинки, вызванный механической и электрической нагрузка-
ми, представим в виде 

( ) ( ) ( )
p ew r w w r Vw r= + ,                                                 (2) 

в котором 
p

w  и 
e

w  – функции, представляющие прогиб пластины от еди-

ничных возбуждающих факторов. Уровень компенсационного воздействия 

V  при заданном перемещении контура w  определим из условия обраще-

ния в нуль прогиба в центре пластинки  

( ) ( )V к wω = ω ,                                                                  (3) 

где ( ) (0) / (0)
p e

к w wω = − . Для обеспечения этого уровня напряжения на 

преобразователях для каждого значения частоты колебаний определяются 
параметры компенсационной электрической цепи. Пусть компенсационная 

система настроена на величину к , определенную на частоте кω , а на дру-

гих частотах не зависящая от частоты электрическая нагрузка имеет вид 

( )kV к w= ω .                                                                     (4) 

Тогда из выражения для перемещения (2), представленного в виде 

( ) ( )
( )

( )
0 0 1

кp к
w w w

к

 ω
= −  ω 

,                                            (5) 

следует, что частичная компенсация возможна на частотах, при которых 

удовлетворяется условие 0 ( ) / ( ) 2кк к< ω ω < . Функции 
pw  и 

ew  опреде-

ляются решениями соответствующих задач о гармонических колебаниях 
тонких круговых пластин с пьезокерамическими слоями. 

Направление вектора предварительной поляризации пьезоматериала 
примем совпадающим с нормалью к плоскости пластины. Электрическое 
поле в тонких слоях пьезоматериала между электродами представляется 

осевыми или толщинными компонентами векторов напряженности E  и ин-

дукции D , причем компоненту вектора индукции будем считать не завися-
щей от толщинной координаты в пределах каждого слоя [2]. 

Соосное расположение основного слоя пластинки и круговых или коль-
цевых в плане преобразователей из пьезокерамики, поляризованной в осе-
вом направлении, определяет осесимметричный характер компенсирующей 
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нагрузки и осесимметричное деформирование пластины. 
Метод решения. Для определения электроупругого состояния пластин-

ки с пьзопреобразователями используем теорию пластин, учитывающую 
инерцию вращения и поперечные сдвиги. Примем гипотезу прямой линии 
для пакета слоев в целом [3]. В соответствии с предположениями о струк-
туре и характере электрического поля в пьезодиэлектрике и с учетом допу-
щений теории пластин о равенстве нулю нормальных напряжений на по-
верхностях, параллельных срединной плоскости пластины, определяющие 
соотношения для пьезоматериала можно записать в виде 

( )3 3 1 2D E e e e= ε + + ;                                                              (6) 

1 11 1 12 2 3
E E
с e c e eEσ = + − ,   2 12 1 11 2 3

E E
с e c e eEσ = + −                 (7) 

или 

1 11 1 12 2 3
D D
с e c e hDσ = + − ,   2 12 1 11 2 3

D D
с e c e hDσ = + − ,             (8) 

где индексы 1, 2, 3 соответствуют радиальному, окружному и осевому на-
правлениям; жесткостные характеристики материала и пьезокоэффициен-
ты определяются выражениями 

( ) ( )

11
11 2 2

11 12

E
Е

E E

s
с

s s

=

−

,   

( ) ( )

12
12 2 2

11 12

E
Е

E E

s
с

s s

=

−

, 

( )31 11 12
E E

e d s s= + ,   33 312
T d eε = ε − ,   h e= ε , 

11 11
D Ec c eh= + ,   12 12

D Ec c eh= + .                                              (9) 

Гипотеза прямой линии определяет линейный закон изменения дефор-
маций по толщине 

1 1 1e = ε + γχ ,   2 2 2e = ε + γχ ,                                                (10) 

где 

1 du drε = ,   2 u rε =  –                                                        (11) 

деформации срединной поверхности основного слоя; 

1 d drχ = ϑ ,   2 rχ = ϑ  –                                                      (12) 

характеристики изгибной деформации. 
Усредненный угол сдвига пакета слоев в целом ψ  или угол сдвига ме-

жду нормалью к недеформированной поверхности и касательной к началь-

ной поверхности определяется разностью углов поворота нормали ϑ  и 

касательной /dw dr  при деформации [4]: 

dw dr = ψ − ϑ .                                                                       (13) 

Этот угол сдвига зависит от перерезывающей силы Q  и жесткости пла-
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стинки на сдвиг и на участках пластинки с одним упругим слоем определя-
ется в виде  

( )2 2

Q
k

EH
ψ =

+ ν
,                                                                         (14) 

где H  – толщина пластины; k  – коэффициент, равный 5 / 6 . По этой при-

ближенной формуле определим угол сдвига и на участках с пьезослоями, 
принимая во внимание их сравнительно малую толщину и тот факт, что 
сдвиговые напряжения и деформации в наружных слоях малы. 

Таким образом, деформированное состояние элемента пластины опи-

сывается переменными 1ε , 2ε , γ , 1χ , 2χ , связанными линейной зависи-

мостью с интегральными характеристиками напряженного состояния – уси-

лиями 1N , 2N , Q  и изгибающими моментами 1M , 2M . К группе силовых 

факторов следует отнести компенсирующее электрическое напряжение V , 

так как оно вызывает деформацию элемента и в данной постановке явля-
ется неизвестной функцией. Предполагается, что эта деформация изгиб-
ная, что может быть при одинаковые преобразователях симметрично рас-
положенных относительно срединной плоскости пластины и включенных 
таким образом, что расширению одного из них сопутствует сжатие другого. 
Запишем эту зависимость в виде  

1 11 1 12 2N C C= ε + ε ,   2 12 1 11 2N C C= ε + ε , 

( )1 11 1 12 2M D D e H h V= χ + χ + + ,  

( )2 12 1 11 2M D D e H h V= χ + χ + + ,   
6

5 2 2

EH
Q = γ

+ υ
,                       (15) 

где 

11 112

2
2

1

EEH
C c h= +

− ν

,   12 122

2
2

1

EEH
C c h= +

− ν

, 

( )( )
3

3 3
11 112

2 2

3 31

EEH
D c H h H= + + −

− ν

)
, 

( )( )
3

3 3
12 122

2 2

3 31

EEH
D c H h H= + + −

− ν

)
, 

( )
2 2

1 1 1 1 2 2

4

3

D E D
j j j j

H Hh h
c c c c

H Hh h

+ +
= + −

+ +

)
 ( )1, 2j = . 

Здесь E  и ν  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона. 

Уравнения движения в усилиях и моментах с учетом сил инерции вра-
щения для круглой пластины имеют вид 

21
1 2

1 1
I

dN
N N C u

dr r r
= − + − ω ,   

21
I

dQ
Q C w

dr r
= − − ω , 
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21
1 2

1 1
I

dM
M M Q D

dr r r
= − + + − ω ϑ ,                                             (16) 

где IС  и ID  – инерционные характеристики элемента пластинки 

2 2I H hC H h= ρ + ρ ,   ( )( )
33 32 2

3 3
I H hD H H h H= ρ + ρ + − , 

Hρ  и hρ  – плотности центрального и поверхностных слоев. 

Уравнения (1), (12)–(16) описывают электроупругое состояние пласти-
ны. Они приводятся к разрешающей системе обыкновенных дифференци-

альных уравнений относительно вектора 1N , Q , 1M , u , w , ϑ , V . Гра-

ничные условия для этой системы в случае кинематического возбуждения 

заданным осевым перемещением внешнего контура w  и в отсутствии по-

ворота касательной к деформированной поверхности имеют вид 

0Q u w= = = ϑ =  ( )0r = , 

0u = ,   w w= ,   0ψ − ϑ =  ( )r R= .                                            (17) 

Численные результаты и их анализ. Рассмотрим круглую стальную 
пластинку с двумя одинаковыми электромеханическими преобразователя-

ми в виде слоев пьезокерамики марки PZT-4 толщины 0,0002h м= . Форма 

слоев в плане – круглая, они симметрично расположенными относительно 
срединной поверхности основного упругого слоя пластинки. Диаметр пре-

образователей равен половине наружного радиуса пластинки 0,024R м= . 

Толщина пластинки 0,001H м= . При такой структуре электрическое на-

пряжение на преобразователях, изменяющееся во времени по синусои-

дальному закону с амплитудой V , вызывает в области расположения пье-

зослоев момент ( )M e H h V= − + . 

Решение системы дифференциальных уравнений с краевыми условия-
ми (17) получено численными методами [3] для дискретных значений час-
тоты. На рис. 1 приведен график уровня компенсационного воздействия, 
для случая обращения в нуль прогиба в центре пластинки при заданном 

перемещении контура 
7

10w м
−

= . Значения компенсирующего напряжения 

приведены на рис. 2. Нижняя кривая соответствует уточненному расчету. 

Величина 
(0)

( )
(0)

p

e

w
V w

w
ω = −  как функция частоты имеет особенность на 

частотах, при которых прогиб в центре от электрической нагрузки обраща-
ется в нуль. На резонансных частотах в недиссипативных системах числи-

тель и знаменатель в формуле для V  обращается в нуль, но V  как предел 

имеет конечное значение. Однако эти значения компенсирующего напря-
жения не имеют физического смысла, так как вследствие нестабильности 
параметров электрических цепей баланс нагрузок осуществить невозмож-
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но. Таким образом, функция V  представляет компенсационную нагрузку 

вне областей частот, прилегающих к особым точкам и резонансным часто-
там. 

Первые три собственные частоты пластины с жестко защемленным 
контуром и короткозамкнутыми электродами, определенные с учетом и без 
учета влияния сдвигов и инерции вращения, равны 16623, 60227, 120413 и 
16952, 64927, 139044 герц. Эти данные, а также информация о характере и 

особых точках функции ( )k ω , график которой с точностью до параметра w  

совпадает с графиком V  из рис. 1, показывают, что сравнительно невысо-

ким уровнем электрического напряжения на выбранной частоте из интерва-

ла от 70  до 100  килогерц можно обеспечить нулевое перемещение в цен-

тре пластины.  
 

Р Е ЗЮМ Е .  Розглянуто задачу про осесиметричні гармонічні коливання круглої 
пластини з п’єзокерамічними шарами при електромеханічному збудженні. Визначено 
вплив зсувів на співвідношення електричного та механічного навантажень за умови 
обернення в нуль переміщення в центрі пластинки. 
 

S U M M A R Y .  Axisymmetric bending vibration of circular plate with piezoelectric 
tranducers under coherent mechanical and electrical loads are presented. The solution is 
based on the classical first order shear type model theory of plate and give correlation of 
electric load with mechanical force under condition of zero displacement at the centre of 
the plate. 
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ТЕРМОУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ АНИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ  
С УПРУГИМИ КОЛЬЦАМИ 

 
Во многих отраслях современной промышленности широко применяют-

ся конструкции, элементами которых являются пластинки с инородными 
включениями. Под действием температурных полей вблизи таких включе-
ний могут возникать значительные концентрации напряжений, которые не-
обходимо учитывать при расчете конструкций на прочность. В связи с этим 
возникает необходимость разработки методов определения термонапря-
женного состояния кусочно-однородных пластин. Этот вопрос в определен-
ной степени решен для изотропных пластин [1]. Для анизотропных же ку-
сочно-однородных пластинок в достаточно полной мере такие исследова-
ния проведены лишь для случая силовых воздействий [2], а температурные 
воздействия в силу определенных трудностей оставались неисследован-
ными. В статье [3] разработан подход решения таких задач для пластинки с 
упругими ядрами. В данной работе аналогичные решения получены для 
анизотропной пластинки с упругими кольцами. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим бесконечную анизотропную пла-
стинку с эллиптическими отверстиями, в которые вставлены упругие кольца 
из другого анизотропного материала, находя-
щиеся с пластинкой в условиях идеального 
теплового и механического контактов (рис. 1). 
Обозначим контуры отверстий и внутренние 
контуры колец, их полуоси соответственно че-

рез lL  и 
lL , la , lb  и 

l
a , 

l
b  ( )1,l = L , беско-

нечную область, занимаемую пластинкой, и 

конечные области колец – через S  и 
l

S . Пла-

стинка находится под действием однородного 
потока тепла интенсивности q , направленного 

под углом α  к оси Ox , внутренние контуры 

колец не подкреплены, на них задана температура 0
l

T  или поток тепла ин-

тенсивности 0
l
nq . Следовательно, на контурах lL  спая пластинки и колец 

имеют место условия 

l
T T= ,   

l
n nq q= − ;                                                               (1.1) 

l
n nX X= − ,   

l
n nY Y= − ,   

l
u u= ,   

l
v v= ,                            (1.2) 

Рис. 1 
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выражающие равенства в точках спая температуры и перемещений контак-
тирующих тел и условия идеального теплообмена и противодействия тел 

друг другу, а на внутренних контурах колец 
l

L  равенства 

0
l l

T T=  или 0
l l
n nq q= ;                                                                   (1.3) 

0
l
nX = ,   0

l
nY = .                                                                           (1.4) 

Здесь и далее величины с индексом “ l ” вверху относятся к l -ому кольцу, 

без такого индекса – к пластинке. 
2. Решение задачи теплопроводности. Для решения задачи будем 

использовать комплексные потенциалы ( )3 3F z  и ( )3 3
l l

F z  задачи тепло-

проводности для пластинки и колец, которые определим, удовлетворив 
условиям (1.1) и (1.3). Если эти потенциалы найдены, то температура и по-

ток тепла через произвольные площадки с нормалью n
r

 в пластинке и в 

кольцах вычисляются по формулам [3, 4] 

( )
*

3 32 ReT T F z= + ,   ( )
*

3 3 32Ren nq q i F z′ = + δ æ ;                     (2.1) 

( )3 32Re
l l l

T F z= ,   ( )3 3 32Re
l l l l l
nq i F z ′= δ  

æ .                                (2.2) 

где 

( )
*

x yT q t x t y= + ,   ( )
*

cos cos sin cosnq q nx ny= − α + α ; 

22 12

2

cos sin

æ
x

k k
t

α − α
= ,   11 12

2

sin cos

æ
y

k k
t

α − α
= ; 

2
11 22 12æ = k k k− ;   3

3 3

dz dx dy

ds ds ds
δ = = + µ ; 

ijk  ( ), 1, 2i j=  – коэффициенты теплопроводности для материалов; 3µ  – 

корень характеристического уравнения теплопроводности  

2
22 12 112 0k k kµ + µ + = . 

Аналогичные равенства имеют место для величин с индексом “ l ” вверху. 

Учитывая (2.1) и (2.2), граничные условия (1.1) и (1.3) для определения 

комплексных потенциалов ( )3 3F z  и ( )3 3
l l

F z  запишем в виде [3, 4] 

( ) ( ) *
3 3 3 32Re

l l
F z F z T − = −  

, 

( ) ( )( ) *
3 3 3 3 3 32Re

l l l l
ni F z F z q ′ ′δ − δ =

  
æ æ  на lL ;                           (2.3) 
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( )3 3 02Re
l l l

F z T=  или ( )3 3 03
2 Re

ll l l l
ni F t q ′δ =  

æ  на 
lL .             (2.4) 

Комплексный потенциал ( )3 3F z  для многосвязной пластинки опреде-

лен в области 3S , получаемой из S  аффинным преобразованием 

3 3z x y= + µ . Для этой функции и ее производной после соответствующих 

конформных отображений получим [3–5] 

( )

1

3 3 0 3 3 3 3

1 1 1

l l ln ln

l l n

F z c D w c

− ∞

= = =

= + + ϕ∑ ∑∑
L L

,                                    (2.5) 

( )

1

3 3 3 3 3 3

1 1 1

l l ln ln

l l n

F z D w c

− ∞

= = =

′ ′ ′= + ϕ∑ ∑∑
L L

,                                           (2.6) 

где  

3 3 3ln lnl lw = ζ − ζ L ,    

( ) ( )
33

3 2 2
3 3 3 333

l
l

l ll

w
R m R m

ζζ
′ = −

ζ − ζ −

L

L LL

, 

3 3
n

ln l
−

ϕ = ζ ,   

( )
3 1 2

3 3 33

ln n
l l ll

n

R m
−

′ϕ = −

ζ ζ −

;                                   (2.7) 

3lζ  – переменные, получаемые из конформных отображений внешности 

единичного круга 3 1lζ ≥  на внешности эллипсов 3lL  [6] 

3
3 3 3 3

3

l
l l l

l

m
z z R

 
= + ζ + 

ζ 
;                                                              (2.8) 

3 0 3 0l l lz x y= + µ , 

( ) ( )3 3 3cos sin sin cos 2l l l l l l lR a ib = ϕ + µ ϕ + ϕ − µ ϕ  , 

( ) ( )3 3 3 3cos sin sin cos 2
ll l l l l l lm a ib R = ϕ + µ ϕ − ϕ − µ ϕ

 
; 

lϕ  – угол наклона оси l lO x  локальной системы координат, выбранной с 

началом в центре эллипса lL  с координатами 0lx , 0ly  и направлениями по 

полуосям эллипса, к оси Ox  основной системы координат (рис. 1); 

3
4

l
l

q
D =

πæ
;                                                                      (2.9) 
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lq  – суммарный поток тепла в область S  через контур включения lL . 

Функция ( )3 3
l l

F z  определена в кольце 3
lS , получаемом из 

lS  аффин-

ным преобразованием 3 3
l lz x y= + µ , и имеет вид [3–5] 

( ) ( ) ( )3 3 3 3 30 3 31 3
l l l l l l l l

F z D w F z F z= + + ,                                            (2.10) 

где 

3
4

l
l

l

q
D =

πæ

,   3 31ln
l lw = ζ ; 

( )30 3
l l

F z  – функция, голоморфная внутри внешнего контура кольца 30
lL , 

соответствующего контуру lL  в области 
lS ; ( )31 3

l l
F z  – функция, голо-

морфная вне внутреннего контура кольца 31
lL , соответствующего 

lL  в об-

ласти 
lS . Отобразив конформно внешности внешнего и внутреннего конту-

ров кольца 3
lS  на внешность единичного круга [6] 

30
3 30 30 30

30

l
l l l l

l

m
z z R

 
= + ζ + 

 ζ 
,   31

3 31 31 31

31

l
l l l l

l

m
z z R

 
= + ζ + 

 ζ 
, 

функцию ( )30 3
l l

F z  разложим в ряд по полиномам Фабера или все равно, 

что в степенной ряд [4], а ( )31 3
l l

F z  – в ряд по отрицательным степеням пе-

ременной 31
l

ζ . Окончательно для функции (2.10) и ее производной получим 

( ) ( )3 3 30 3 3 30 31 33

1

ll l l l l l l l
n n nn

n

F z c D w c c

∞

=

= + + ψ + ϕ∑ ,                            (2.11) 

( ) ( )3 3 3 30 31 33 3

1

l ll l l l l l
n n nn

n

F z D w c c

∞

=

′ ′ ′ ′= + ψ + ϕ∑ ,                                  (2.12) 

где 

3 3
3

30

n
l l

l l
n l

z z

R

 −
ψ =  

 
 

,   ( )3 31

n
l l

n

−

ϕ = ζ ,   

( )

3
3 2

3 3 3

l
l

l l l

w

R m

ζ
′ =

 
ζ − 

 

, 
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( )

( )

1

3 30

3

3

n
l l

l
n n

l

z z
n

R

−

−

′ψ = ,   

( ) ( )
3 1 2

3 3 3 3

l
n n

l l l l

n

R m
−

′ϕ = −
 

ζ ζ − 
 

. 

Заметим, что в связи с равенством суммарных потоков тепла через 

внешний и внутренний контуры кольца ( )l
lq q=  получается, что коэффи-

циенты 3lD  и 3
lD  связаны друг с другом формулой  

3 3
l l

lD D=æ æ .                                                                      (2.13) 

Неизвестные постоянные 0c  и 30
lc  (вещественные в силу определен-

ности комплексных потенциалов теплопроводности  с точностью до чисто 

мнимой постоянной [4]), 3lD  (вещественные в силу формулы (2.9)), 3lnc , 

30
l

nc  и 31
l

nc  (в общем случае комплексные) определим из граничных усло-

вий (2.3) и (2.4). Для их определения на контуре спая пластинки и кольца 

lL  выберем систему из lM  точек ( ),lm lm lmM x y  ( )1, lm M= , в которых 

удовлетворим условиям (2.3), а на внутреннем контуре кольца 
lL  – систему 

из 
lM  точек ( )0 0,

l l l
m m mM x y  ( )1,

lm M=  в которых удовлетворим услови-

ям (2.4). С учетом функций (2.5), (2.6), (2.11) и (2.12) окончательно получим 

( ) ( )( )
1

0 30 3 3 3

1

2 2
l

l l lm l lm

l

c c D w t w t

−

=

− + + −∑
L

 

( ) ( ) ( )(3 3 3 3ln 3 3

1 1

l l l l l
m m ln lm

l n

D w t w t c t

∞

= =

 
− + + ϕ + 

 
∑∑
L

 

( )) ( )( ( )3ln 3 3 31 3 3 31 3 3

1

l l l l l l
ln lm n n m n n m

n

c t c t c t

∞

=

+ ϕ − ϕ + ϕ +∑  

( ) ( ) *
30 3 30 33 3

l ll l l l
n m n mn n

c t c t T


+ ψ + ψ = −


, 

( ) ( )( )
1

3 3 3 3 3

1

l l lm l lm

l

D i w t w t

−

=

′ ′δ − δ −∑
L

æ æ  

( )( ( )3 3 3 3 3
l l l l l l l l l

m mD i w t w t


′ ′− δ − δ +


æ æ  
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( )( 3 3ln 3 3

1 1

ln lm

l n

i c t

∞

= =

′+ δ ϕ −∑∑
L

æ ( ))3 3ln 3 3ln lmc t′δ ϕ −æ  

( )( 3 31 3 3

1

l l l l l
n n m

n

i c t

∞

=

′− δ ϕ∑ æ ( )3 31 33
ll l l l

n mn
c t′− δ ϕ +æ  

( ) ( )3 30 3 3 30 33 3
l ll l l l l l l l

n m n mn n
c t c t


′ ′δ ψ − δ ψ =


+æ æ  

*
nq=   ( 1,l = L , )1, lm M= ;                                                           (2.14) 

( ) ( ) ( )(30 3 03 03 31 3 03

1

2
l l l l l l l l l

m m n n m

n

c D w t w t c t

∞

=

 
+ + + ϕ + 

 
∑  

( ) ( ) ( )31 3 03 30 03 30 033 3
l ll l l l l l l

n n m n m n mn n
c t c t c t


+ ϕ + ψ + ψ =


 

0
lT=   ( 1,l = L , )1,

lm M= .                                                          (2.15) 

Условие (2.15) выписано для случая задания на внутреннем контуре 

кольца 
lL  температуры. Если на этом контуре задана интенсивность потока 

тепла, то вместо второго уравнения системы получится уравнение 

( ) ( ) ( )(3 3 03 3 03 3 31 3 03

1

l l l l l l l l l l l
m m n n m

n

D i w t w t i c t

∞

=

 
′ ′ ′δ − δ + δ ϕ − 

 
∑  

( )3 31 3 03
l l l l

n n mc t′−δ ϕ ( ) ( )3 30 03 3 30 033 3
l ll l l l l l

n m n mn n
c t c t


′ ′+δ ψ − δ ψ =


 

0
l
n

l

q
=

æ

  ( 1,l = L , )1,
lm M= .                                                        (2.16) 

Здесь 3 3= + µlm lm lmt x y , 3 3= + µ
l l
m lm lmt x y , 03 0 3 0= + µ

l l l l
m m mt x y . 

Уравнения (2.14) – (2.16) можно рассматривать как систему из 

2R M M= +
L

L , где 

1

l

l

M M

=

=∑
L

L , 
1

l

l

M M

=

=∑
L

L , линейных уравнений для 

определения вещественных постоянных 0c , 30
lc , 3lD  и комплексных по-

стоянных 3lnc , 3
l
nb , 3

l
nc . Каждое уравнение этой системы содержит множе-
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ство неизвестных. Если в рядах (2.5), (2.11) оставлять по N  членов, то ка-

ждое уравнение будет содержать ( )2 3 1Q N= +L  вещественных неизвест-

ных, причем должно выполняться неравенство R Q≥ . Заметим, что если 

количество точек R  и количество неизвестных Q  одинаково, то мы будем 

иметь метод колокаций.  
Систему (2.14) – (2.16) будем решать обобщенным методов наимень-

ших квадратов с использованием сингулярного разложения [7, 8]. 
3. Решение задачи термоупругости. Для решения задачи термоупруго-

сти будем использовать комплексные потенциалы ( )k kzΦ  и ( )
l l

kk
zΦ  

( )1, 2k =  для пластинки и колец, которые удовлетворяют определенным 

граничным условиям, следующим из (1.2) и (1.4). Если эти потенциалы най-
дены, то напряжения и перемещения вычисляются по формулам [3, 4] 

( ) ( ) ( )

3

1 2 6

1

, , 2Re , ,x y xy k k k k k

k

z

=

′σ σ τ = λ λ λ Φ∑ , 

( ) ( ) ( ) ( )
3

* *
0 0

1

, 2Re , ,
k k k k

k

u v p q z u u v v

=

= Φ + + +∑ ;                (3.1) 

где 

2 3 1
11 12 16

3

k

k k kp a a a
r

δ α
= µ + − µ + ,    

3 222
12 26

3

k

k k
k k

a
q a a

r

δ α
= µ + − +

µ µ
; 

2
1k kλ = µ ,   2 1kλ = ,   6k kλ = −µ ;    

k
k k

dz dx dy

ds ds ds
δ = = + µ ; 

( )
2 6* 2 21

1,
2 2

x yx
y

t tt
u x y q x y t xy

α − α α
= − + α  

 
, 

( )
2 1 6* 2 2

2,
2 2

y y x
x

t t t
v x y q y x t xy

α α − α 
= − + α  

 
; 

ija  ( ), 1, 2, 6i j=  – коэффициенты деформации для материала пластинки; kµ  

– корни характеристического уравнения термоупругости  

( )
4 3 2

11 16 12 66 26 222 2 2 0a a a a a aµ − µ + + µ − µ + = , 
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Аналогичные равенства имеют место для величин с индексом “ l ” вверху. 

Учитывая формулы (3.1), условия (1.2) и (1.4) для определения ком-

плексных потенциалов ( )k kzΦ  и ( )l l
k kzΦ  запишем в виде [3, 4] 

( ) ( ) ( ) ( )

3

6 2 6 2

1

2Re , , , , , ,
ll l l l l

k k k k k k k k k k k k kk

k

p q t p q t

=

 ′ ′λ λ δ Φ − λ λ δ Φ =  ∑  

( )* *
0, 0, ,du ds dv ds= − −  на lL ;                                               (3.2) 

( ) ( ) ( )

3

6 2

1

2Re , 0, 0
l l l l l

k k k k k

k

t

=

 ′λ λ δ Φ =  ∑  на 
lL ,                                       (3.3) 

Комплексные потенциалы ( )k kzΦ  для многосвязной пластинки опре-

делены в областях kS , получаемых из S  аффинными преобразованиями 

k kz x y= + µ . Для этих функций и их производных после соответствующих 

конформных отображений получим [3-5] 

( ) ( )

1 1

k k k k k k kln kln

l n

z z z a

∞

= =

Φ = Γ + Α + ϕ∑∑
L

,                                      (3.4) 

( ) ( )

1 1

k k k k k kln kln

l n

z z a

∞

= =

′ ′ ′Φ = Γ + Α + ϕ∑∑
L

,                                         (3.5) 

где 

( ) ( )

1

lnk k kl k kl kl

l

z z

=

Α = Α + Β ζ∑
L

, 

( )
( )

( )
2

1

ln
kl k kl kl

k k kl kl

l kl klkl

z B
z

R m=

 
Α + ζ 

′Α = Α ζ + 
ζ −  

∑
L

, 

где kΓ , klΑ , klΒ  – постоянные, определяемые по известным формулам 

[3-5]; klnϕ , kln′ϕ  и klζ  – функции, вычисляемые по формулам (2.7) и (2.8), 

если в них индекс 3 заменить на k . 

Функции ( )
l l

kk
zΦ  определены в кольцах 

l
kS , получаемых из 

lS  аф-

финным преобразованием 
l l
k kz x y= + µ . Поступая таким же образом, как 

это сделано для комплексного потенциала теплопроводности ( )33
l l

F z , для 
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функций ( )
l l

kk
zΦ  и их производных получим [3-5] 

( ) ( ) ( )0 1

1

l ll l l l l l
k k k k n k n knk kn

n

z z a a

∞

=

Φ = Α + ψ + ϕ∑ ,                                  (3.6) 

( ) ( ) ( )0 1

1

l l l ll l l l
k k k n k nk k kn kn

n

z z a a

∞

=

′ ′ ′ ′Φ = Α + ψ + ϕ∑ , 

где 

( ) ( ) ln
l l l l l l
k k k k k kz zΑ = Α + Β ζ , 

( )
( )

( )
2

ln

l l l l
k k k kl l l l

k k kk
l l l
k k k

z B
z

R m

Α + ζ

′Α = Α ζ +
 

ζ − 
 

. 

Для определения неизвестных постоянных, входящих в функции (3.4) и 
(3.6), как и для задачи теплопроводности, запишем граничные условия за-
дачи термоупругости (3.2) в каждой точке спая пластинки и колец, а также 
условия (3.3) в каждой точке внутренних контуров колец: 

( ) ( )( ) ( )((
2

1

1 1 1 1

l l l l
k kln kln klm k kln kln klm k k n kn km

k l n n

a t a t a t

∞ ∞

= = = =


′ ′ ′ ε ϕ + ε ϕ − ε ϕ +


∑ ∑∑ ∑

L

 

( ))0
l l l
k n kn kma t′+ ψ + ( ) ( )1 0

l ll l l l l
k k n km k n kmkn kn

a t a t
 

′ ′ε ϕ + ψ = 
 

 

( )( )
2

1

k k k klm

k

t

=

 ′− ε Γ + Α +∑ ( )( ) ( )l l l
k k k klm k k kmt t′ ′ε Γ + Α − ε Α −  

( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3 3
l l l
k k km lm lmt r F t r F t


′−ε Α − ε − ε +

( )3 3 3 3
l l l l

mr F tε +  

( )3 3 3 3
l l l l

mr F t+ε + ( )* *
0, 0, ,du ds dv ds− −   ( 1,l = L , )1, lm M= , 

( ) ( ) ( )
2

1 0 1 0 0 0

1 1

l l l l l l l l l l l l
k k n kn km k k n kn km k k n kn km

k n

a t a t a t

∞

= =


′ ′ ′γ ϕ + γ ϕ + γ ψ +


∑∑  

( )0 0
l l l l
k k n kn kma t


′+γ ψ =


( ) ( )

2

0 0

1

l l l l l l
k k km k k km

k

t t

=

 
′ ′− γ Α + γ Α − 

 
∑  
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( ) ( )3 3 3 03 3 3 3 03
l l l l l l l l

m mr F t r F t−γ − γ  ( 1,l = L , )1,
lm M= ,                (3.7) 

где 

( )6 2, , ,k k k k k kp qε = λ λ δ ,   ( )6 2,
l l l l
k k k kγ = λ λ δ , 

klm lm k lmt x y= + µ ,   
l l
km lm k lmt x y= + µ ,   0 0 0

l l l l
km m k mt x y= + µ . 

Уравнения (3.7) можно рассматривать как систему из 4 2R M M= +
L

L  ли-

нейных уравнений с 12Q N= L  вещественными неизвестными для опреде-

ления комплексных постоянных klna , 0
l
k na , 1

l
k na . Систему (3.7) будем ре-

шать также обобщенным методом наименьших квадратов с использовани-
ем сингулярного разложения. 

4. Численные исследования. Численные исследования были прове-
дены для пластинки с одним круговым кольцом (рис. 2, а) и с двумя одина-
ковыми круговыми кольцами (рис. 2, б) при действии на бесконечности ли-

нейного потока тепла плотности q  под углом 2α = π , когда на внутренних 

контурах колец температура равна 
нулю или они теплоизолированы. 
Рассматривалась также задача для 
пластинки с двумя одинаковыми 
круговыми кольцами при отсутствии 
на бесконечности потока тепла и 
задании на внутренних контурах 

колец температур 
1
0T  и 

2
0T . Счита-

лось, что пластинка изготовлена из 
изотропного материала М1 или ортотропного М5, постоянные для которых 

приведены в табл. 1 [4, 9], где 
4 1

0 10a − −
= MΠa , 

5 1
0 10

− −
α = K , 

( )0k 1 B= ⋅T M K . Термомеханические постоянные для колец связаны с со-

ответствующими постоянными для пластинки соотношениями 

0,5
l
ij ijk k= ,   0,5

l
ij ija a= ,   0,5

l
i iα = α  ( ), 1, 2, 6i j = .               (4.1) 

Ниже описаны некоторые из полученных результатов, причем если на бес-

Таблица 1 

Величина 
11

0

a

a
 22

0

a

a
 12

0

a

a
 66

0

a

a
 1

0

α

α
 2

0

α

α
 11

0

k

k
 22

0

k

k
 

М1 72,10 72,1 -8,6 161,5 3 3 0,2095 0,210 Мате-
риалы М5 0,435 0,175 -0,115 1,15 0,4 3,7 0,7123 1,257 

Рис. 2 

а б 
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конечности задан поток тепла плотности q , то значения всех величин при-

ведены с точностью до множителя q , если же поток тепла на бесконечно-

сти отсутствует, а на внутренних контурах колец задана температура, то 

значения величин даны с точностью до множителя 
2 1

0 0T T− . 

На рис. 3 и 4 для пластинки с одним круговым кольцом (рис. 2, а) с ра-

диусами внешнего и внутреннего контуров 0R  и 1R  при действии однород-

ного потока тепла на бесконечности для некоторых значений отношения 

1 0R R  изображены графики распределения нормальных напряжений в 

пластинке sσ  вблизи точек спая на площадках, перпендикулярных контуру. 

Данные рис. 3 и рис. 4 относятся к материалам М1 и М5. Сплошные линии 

соответствуют случаю, когда внутренний контур кольца теплоизолирован, 
штриховые – когда на внутреннем контуре задана нулевая температура. 

Значения 1 0 0R R =  и 1 0 1R R =  соответствуют случаям пластинки со 

сплошным ядром и пластинки с отверстием радиуса 0R . Из рис. 3 и рис. 4 

можно видеть, что в пластинке вблизи контура кольца наибольшие напря-

жения sσ  по модулю для изотропного материала возникают при значении 

центрального угла 2θ = π , для ортотропного материала М5 – в точках 

вблизи угла 6θ = π . Если при действии однородного потока тепла на внут-

реннем контуре кольца задана температура (равная нулю), то для 

1 0 0,9R R ≥  напряжения 0sσ > , а для 1 0 0,9R R <  напряжения 0sσ < . В 

случае теплоизолированного внутреннего контура кольца напряжения sσ  в 

Рис. 4 Рис. 3 

0
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пластинке вблизи контура кольца всегда отрицательны. Из рис. 3, 4 и дру-

гих полученных результатов также следует, что при значении 1 0 0,1R R <  

кольцо можно считать сплошным ядром, а при 1 0 0,99R R >  влиянием 

кольца можно пренебречь; для пластинки со сплошным ядром получаемые 
результаты совпадают с известными [3, 10]. 

На рис. 5 и 6 для пластинки с двумя одинаковыми круговыми кольцами 
с теплоизолированными внутренними контурами при действии на беско-
нечности однородного потока тепла изображены графики распределения 

напряжений sσ  в пластинке вблизи контура левого кольца для различных 

значений 0c R . Данные рис 5 относятся к материалу М1, рис. 6 – к мате-

риалу М5. Сплошные и штриховые линии соответствуют значению отноше-

ния 1 0R R , равным 0,9 и 0,5. Из рис. 5 и 6 видно, что при сближении колец 

друг с другом значения напряжений в пластинке около контуров колец 
уменьшаются, причем чем меньше ширина колец, тем больше влияние 
расстояния между ними. При расстояниях между кольцами, больших их 
внешних радиусов, влиянием одного кольца на напряженное состояние 
около другого можно пренебречь. Заметим, что для весьма узких колец 

( )1 00,99 1R R< <  значения напряжений оказываются такими же, как и в 

случае пластинки с двумя отверстиями [5]. 
В табл. 2 для пластинки с двумя одинаковыми круговыми кольцами, на 

внутренних контурах которых поддерживается температура 
1
0T  и 

2
0T  при 

отсутствии потока тепла на бесконечности, приведены значения напряже-

ний sσ  в некоторых характерных точках пластинки в зависимости от от-

Рис. 6 Рис. 5 
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ношений 0c R  и 1 0R R . Значения 1 0R R , равные 1 , соответствуют слу-

чаю пластинки с двумя отверстиями радиуса 0R  [5]. Видно, что уменьше-

ние ширины кольца и сближение колец друг с другом приводят к значитель-
ным изменениям значений напряжений в пластинке около контуров колец. 

При 1 0 0,99R R >  значения напряжений близки к тем, которые получаются 

для пластинки с двумя отверстиями, на контурах которых поддерживается 

температура 1T  и 2T . 

 
 

Таблица 2 

0c R  Мате-
риал 

Точ-
ка 

Величи-
на 1 0R R  

10 1 0,5 0,1 

М1 А 
2

10sσ ⋅  0,10 -0,0245 -0,0660 -0,0775 -0,0838 

   0,50 0,0383 -0,0258 -0,0477 -0,0695 

   0,90 0,2005 0,1774 0,1375 0,0225 

   0,99 0,2838 0,3664 0,3807 0,3199 

   1,00 0,2959 0,4030 0,4400 0,5014 

 В  0,10 -0,0287 -0,0482 -0,0504 -0,0530 

   0,50 0,0295 -0,0001 -0,0047 -0,0093 

   0,90 0,1131 0,0736 0,0670 0,0618 

   0,99 0,1263 0,0704 0,0615 0,0550 

   1,00 0,1268 0,0681 0,0589 0,0521 

 С  0,10 -0,0198 -0,0374 -0,0398 -0,0423 

   0,50 0,0457 0,0278 0,0250 0,0223 

   0,90 0,1996 0,2045 0,2026 0,1991 

   0,99 0,2724 0,2937 0,2932 0,2904 

   1,00 0,2826 0,3063 0,3060 0,3034 

М5 А sσ  0,10 -0,2175 -0,3924 -0,4491 -0,5541 

   0,50 0,0010 -0,2693 -0,3708 -0,5329 

   0,90 0,7320 0,5949 0,4254 -0,1034 

   0,99 1,4438 1,7194 1,7792 1,5070 

   1,00 1,6055 1,9947 2,1608 2,4903 

 В  0,10 0,0529 0,0388 0,0367 0,0350 

   0,50 0,1106 0,0957 0,0926 0,0898 

   0,90 0,0448 0,0079 -0,0009 -0,0075 

   0,99 -0,0326 -0,0964 -0,1102 -0,1198 

   1,00 -0,0465 -0,1149 -0,1293 -0,1392 

 С  0,10 -0,1981 -0,2759 -0,2859 -0,2949 

   0,50 0,0312 -0,0506 -0,0630 -0,0748 

   0,90 0,7391 0,7449 0,7382 0,7253 

   0,99 1,4174 1,4983 1,4974 1,4847 

   1,00 1,5718 1,6674 1,6676 1,6559 
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Р Е ЗЮМ Е .  З використанням узагальнених комплексних потенціалів 
розв’язана задача термопружності для пластинки з пружними кільцями. Задача зве-
дена до системи лінійних алгебраїчних рівнянь, які отримуються з граничних умов для 
множини точок контурів середовища. Система розв’язується узагальненим методом 
найменших квадратів з використанням сингулярного розкладання. Наведено резуль-
тати чисельних досліджень з їхнім аналізом для пластинки з одним та двома кругови-
ми кільцями із ізотропного чи анізотропного матеріалу. 

 
S U M M A R Y .  The thermoelastisity problem for plate with rings with using general-

ized complex potentials was solved. The problem was reduced to linear algebraic equa-
tions system which is followed from the boundary conditions for points set on contours of a 
region. А system was solved by generalized least-squares method with using singular de-
composition. Numeric results with their analysis for isotropic or anisotropic plate with one 
and two circular rings were presented. 
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ВЛИЯНИЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ НА СПЕКТР  
СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ ПОЛЫХ  

ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ ЦИЛИНДРОВ С ОКРУЖНОЙ ПОЛЯРИЗАЦИЕЙ  
 

В работах [1–5] рассматривались задачи о собственных продольных 
осесимметричных колебаниях пьезокерамических цилиндров. Широкое ис-
пользование для решения таких задач получил метод [6–9], основанный на 
комбинации метода сплайн-коллокаций и метода пошагового поиска для 
исследования напряженно-деформированного состояния и анализа спектра 
собственных частот колебаний упругих тел. С применением этого метода в 
статье [10] исследовались собственные осесимметричные колебания полых 
пьезокерамических цилиндров с поляризацией пьезокерамики в осевом 
направлении. В данной статье изучаются крутильные колебания пьезоке-
рамического цилиндра, исследуются влияния электрических граничных ус-
ловий на боковых поверхностях на спектр собственных частот колебаний 
цилиндров конечной длины, поляризованной в окружном направлении.  

Постановка и решение задачи. Рассмотрим задачу о крутильных ко-
лебаниях пьезокерамического цилиндра конечной длины, поляризованного 
в окружном направлении. Боковые поверхности цилиндра свободны от 
внешних механических воздействий и покрыты тонкими закороченными 
электродами или неэлектродированы. На торцах цилиндра рассматривает-
ся условия жесткого защемления. 

В цилиндрической системе координат для крутильных колебаний урав-
нения движения, электростатики и соотношения Коши имеют вид 

22
0r z

r u
r r z

θ θ
θ θ

∂σ ∂σ
+ σ + + ρω =

∂ ∂
;   
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∂ ∂
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∂ ∂
;  
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∂ ϕ
= −
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∂ 
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,   
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z

u

z

θ
θ

∂
ε =

∂
.       (1) 

Физические соотношения для пьезокерамического материала, поляри-
зованного в окружном направлении, в цилиндрической системе координат 

( , , )r zθ  будут такими: 

55 152r r rc e Eθ θσ = ε − ,   55 152z z zc e Eθ θσ = ε − , 

15 112r r rD e Eθ= ε + ε ,   15 112z z zD e Eθ= ε + ε .                                  (2) 

Граничные условия на боковых поверхностях цилиндра (при r R+=  и 

r R−= ) имеют вид 0rθσ =  (поверхности свободны от внешних усилий) и 
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0ϕ =  (покрыты тонкими электродами, которые закорочены) или 0rD =  

(поверхности неэлектродированы). Торцы цилиндра (при / 2z L= ± ) жестко 

защемлены: 0uθ = ; и покрыты тонкими короткозамкнутыми электродами: 

0ϕ = . Здесь R+  – внешний радиус цилиндра; R− – внутренний радиус ци-

линдра; L  – длина цилиндра. 
Разрешив уравнения (1) относительно вторых производных по коорди-

нате r , получим 

22 2
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2 2 2

1 1
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e c e e c u
u

r r r zr z r

θ
θ

  ∂∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ  
= − − + + − Ω −    ∆ ∂ ∆ ∆ ∂∂ ∂   
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Здесь 

2
55 11 15c e∆ = ε +%% % ,   h

ρ
Ω = ω

λ
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ij
ij

c
c =

λ
% ,   

0

ij
ij

e
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0
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ε
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ε
% ; 

ω  – круговая частота; 
10

10 Паλ = ; 0ε  – диэлектрическая проницаемость 

вакуума; ρ  – плотность материала; h  – половина толщины цилиндра. 

Используя метод разделения переменных, функции будем искать в виде 

( ) ( ) ( )

0

,

N

i i

i

r z v x z

=

ϕ = ϕ∑ ,   ( ) ( ) ( )

0

,

N

i i

i

u r z u x zθ

=

= ϕ∑ ,                        (4) 

в котором 0( ) /x r R h= − ; 0 0,5( )R R R+ −= + ; ( )iu x , ( )iv x  – искомые функ-

ции; ( )ji zϕ  ( 0, )i N=  – линейные комбинации B-сплайнов на равномерной 

сетке ∆ ; 0 1/ 2 . . . / 2nL z z z L− = < < < = . 

Принимая во внимание граничные условия на торцах цилиндра при 

/ 2z L= −  и / 2z L= , можно заметить, что в систему входят производные 

от компонент вектора решения не выше второго порядка, следовательно, 
можно ограничиться аппроксимацией сплайн-функциями третьего порядка. 

Если вводить обозначения 

( )i k Φ = ϕ ξ    ( ), 0, , 1, 2k i N j= = ,   [ ]0 1, , ... , Nu u u u
Τ

= , 

[ ]0 1, , ... , Nv v v v
Τ

=  ( ) ( ){ }, , , 1, 4k l k l k l∈ = ; 

( ) ( ) ( ){ }2 2 2
0 1, , , , , , ... , , ,

T
kl kl kl kl Na a x a x a x= ξ Ω ξ Ω ξ Ω ,               (5) 
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то система (3) превратится в систему ( 1)N +  линейных дифференциаль-

ных уравнений относительно функций u , u% , v , v% : 

du
u

dx
= % ,   

1
11 12 13 14
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a u a u a v a v

dx

−
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%
% % , 

dv
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dx
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21 22 23 24
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a u a a v a v
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% % .            (6) 
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Эту систему можно привести к виду 

( ),dR dx A x R= Ω .                                                                            (7) 

Для ненулевых элементов матрицы A  имеем 

12 1A = ,   
1

21 11A a−
′′= Φ Φ ,   

1
22 12A a−

= Φ Φ ,   
1

23 13A a−
= Φ Φ , 

1
24 14A a−

= Φ Φ ,   34 1A = ,   
1

42 21A a−
= Φ Φ , 

( )
1

43 22 23A a a−
′′= Φ Φ + Φ ,   

1
44 24A a−

= Φ Φ . 

Граничные условия будут иметь вид: 

15
12

55

e
B

c
= Φ

%

%
,   13

1
B

x
= − Φ ,   14B = Φ ,   21B = Φ . 

Анализ результатов численных расчетов. На рис. 1 представлена 
зависимость первых пяти частот собственных колебаний от относительной 

длины цилиндра /L h  ( 5,0R+ = ; 3,0R− = ), материал цилиндра: пьезоке-

рамика PZT 4, боковые его поверхности покрыты тонкими короткозамкну-
тыми электродами, торцы жестко закреплены и покрыты тонкими коротко-
замкнутыми электродами. Цифрами от 1 до 5 пронумерованы первые час-
тот (в порядке возрастания) собственных колебаний пьезокерамического 

цилиндра без учета пьезоэффекта ( 0)ije = . Цифрами от 6 до 10 пронуме-

рованы первые частот (в порядке возрастания) собственных колебаний 
пьезокерамического цилиндра с учетом пьезоэффекта. Из рис. 1 видно, что 
влияние пьезоэффекта приводит к «ужесточению» материала, т.е. повыше-
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нию значения собственных частот. При этом при определении первой соб-
ственной частоты влиянием пьезоэффекта можно пренебречь вплоть до 

относительной длины / 5L h = . Для второй частоты заметное влияние пье-

зоэффекта наблюдается для достаточно длинных цилиндров ( / 8)L h < . 

Для более высоких частот это влияние заметно в случае более длинных 
цилиндров. 

На рис. 2 представлена зависимость первых пяти частот собственных 

колебаний от относительной длины цилиндра /L h  ( 5,0R+ = ; 3,0R− = ). 

Материал цилиндра: пьезокерамика PZT 4, боковые поверхности свободны 

от электродов, торцы жестко закреплены и покрыты тонкими короткозамк-
нутыми электродами. Цифрами от 1 до 5 пронумерованы первые частот (в 
порядке возрастания) собственных колебаний пьезокерамического цилинд-

ра без учета пьезоэффекта ( 0)ije = . Цифрами от 6 до 10 пронумерованы 

первые частот (в порядке возрастания) собственных колебаний пьезокера-
мического цилиндра с учетом пьезоэффекта. Видно, что влияние пьезоэф-
фекта также приводит к «ужесточению» материала. Однако в отличие от 
случая, когда боковые поверхности порыты короткозамкнутыми электрода-
ми, влияние пьезоэффекта здесь является более существенным даже для 
первой собственной частоты и для достаточно длинных цилиндров. 

На рис. 3 представлена зависимость первых пяти собственных частот 

от внутреннего диаметра цилиндра ( )R− , при этом длина цилиндра ( 5)L =  

и внешний диаметр ( 5)R+ =  остаются фиксированными. Рассматривается 

изменение внутреннего диаметра в широком диапазоне от 0,05  до 4,95  

безразмерных единиц. Материал цилиндра так же пьезокерамика PZT 4, 
боковые поверхности покрыты тонкими короткозамкнутыми электродами, 
торцы жестко закреплены и покрыты тонкими короткозамкнутыми электро-
дами. Цифрами от 1 до 5 пронумерованы первые частот (в порядке возрас-
тания) собственных колебаний пьезокерамического цилиндра без учета 
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пьезоэффекта ( 0)ije = . Цифрами от 6 до 10 пронумерованы первые частот 

(в порядке возрастания) собственных колебаний пьезокерамического ци-
линдра с учетом пьезоэффекта. С увеличением частоты происходит плав-
ное увеличение собственной частоты по сравнению с упругим материалом 
и некоторое усложнение характера спектра собственных частот. Первая 
собственная частота пьезокерамического цилиндра мало отличается от 
первой собственной частоты для упругого цилиндра.  

На рис. 4 представлена зависимость первых пяти собственных частот 

от внутреннего диаметра цилиндра ( )R−  для случая, когда боковые по-

верхности не электродированы. Цифрами от 1 до 5 пронумерованы первые 

частот (в порядке возрастания) собственных колебаний пьезокерамическо-

го цилиндра без учета пьезоэффекта ( 0)ije = . Цифрами от 6 до 10 прону-

мерованы первые частот (в порядке возрастания) собственных колебаний 
пьезокерамического цилиндра с учетом пьезоэффекта. Можно отметить в 
этом случае большее влияние пьезоэффекта, причем как для тонких ци-
линдров, так и для первой собственной частоты.  

На рис. 5 представлено сравнение зависимости первых пяти частот 

собственных колебаний oт внутреннего диаметра цилиндра ( )R−  для раз-

личных типов электрических граничных условий на боковых поверхностях 

цилиндра, при этом длинна цилиндра ( 5)L =  и внешний диаметр ( 5)R− =  

остаются фиксированными. Рассматривается изменение внутреннего диа-

метра в широком диапазоне от 0,05  до 4,95  безразмерных единиц. Мате-

риал цилиндра: пьезокерамика ЦТС 19, на торцах выполняются условия 
жесткой заделки. Цифрами от 1 до 5 пронумерованы первые частот (в по-
рядке возрастания) собственных колебаний пьезокерамического цилиндра 
для случая, когда боковые поверхности цилиндра покрыты тонкими корот-
козамкнутыми электродами. Цифрами от 6 до 10 пронумерованы первые 
частот (в порядке возрастания) собственных колебаний пьезокерамическо-
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го цилиндра для случая, когда боковые поверхности цилиндра неэлектро-
дированы. Как видно из представленного рисунка случай, когда боковые 
поверхности свободны от электродов делает материал более жестким по 
сравнению со случаем, когда боковые поверхности покрыты тонкими корот-
козамкнутыми электродами, на всем рассматриваем диапазоне изменения 
внутреннего диаметра цилиндра. 

На рис. 6 представлено сравнение зависимости первых пяти собствен-

ных частот от относительной длины цилиндра /L h  ( 5,0R+ = ; 3,0R− = ). 

Материал цилиндра так же пьезокерамика ЦТС 19, на торцах выполняются 
условия жесткой заделки. Цифрами от 1 до 5 пронумерованы первые час-

тот (в порядке возрастания) собственных колебаний пьезокерамического 
цилиндра для случая, когда боковые поверхности цилиндра покрыты тон-
кими короткозамкнутыми электродами. Цифрами от 6 до 10 пронумерованы 
первые частот (в порядке возрастания) собственных колебаний пьезокера-
мического цилиндра для случая, когда боковые поверхности цилиндра не-
электродированы. Как видно из представленного рисунка случай, когда бо-
ковые поверхности свободны от электродов также делает материал более 
жестким по сравнению со случаем, когда боковые поверхности покрыты 
тонкими короткозамкнутыми электродами, на всем рассматриваем диапа-
зоне изменения относительной длины цилиндра. 
 

Р Е ЗЮМ Е .  В цій статті розглядається осесиметрична задача про вільні кру-
тильні коливання порожнистого п’єзокерамічного циліндра кінцевої довжини. Матері-
ал циліндра поляризовано у коловому напрямі. Бокові поверхні циліндра вільні від 
механічних навантажень та або вільні від електродів, або вкриті тонким короткозамк-
неними електродами. На торцях циліндра розглядаються випадки жорсткого закріп-
лення. Для розв’язання поставленої задачі запропонована ефективна чисельно ана-
літична методика, яка базується застосуванні метода сплайн-колокацій по одній із 
координат. Отримана після застосування цього метода система звичайних диферен-
ціальних рівнянь розв’язується стійким методом дискретної ортогоналізації в комбі-
нації з методом покрокового пошуку. Представлені чисельні результати для частот 
власних коливань циліндру для п’єзокераміки PZT 4 у широкому спектрі зміни геомет-
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ричних характеристик циліндра. Проводиться порівняльний аналіз впливу виду елек-
тричних граничних умов на спектр частот власних коливань п’єзокерамічного цилінд-
ра. 
 

S U M M A R Y .  In this article the axisymmetrical problem on natural torsion oscilla-
tions of hollow piezoceramic cylinders of finite length is considered. The material of cylinder 
is polarized in circumferential direction. Lateral surfaces are free from external loading and 
free from electrodes or are covered by thin electrodes which are short-circuited. On the 
edges of cylinder is considered conditions of jamming. For its solution the effective numeri-
cally-analytical technique based on representation of the required solution by basic splines 
and choosing by defined way (certain way) the points of a collocation is proposed. The 
received system is solved a stable numerical method of discrete orthogonalisation and a 
method of step-by-step search. Numerical calculations for the cylinder from PZT 4 in a 
wide range of change of geometrical parameters is resulted. Comparison analyze influence 
the kind of electric edge conditions on spectrum frequencies of natural oscillations piezoce-
ramic cylinder are executed. 
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АНАЛИЗ НЕСТАЦИОНАРНОГО ДВИЖЕНИЯ НЕЛИНЕЙНО-ВЯЗКОЙ  
МАЛОСЖИМАЕМОЙ СРЕДЫ В КОНИЧЕСКОМ КАНАЛЕ 

 
Математическое моделирование различных технологических процессов 

переработки материалов позволяет правильно понять характер движения 
этих материалов и дать указания о выборе оптимальных режимов их дви-
жения, связанных с получением изделий высокого качества при низких 
энергозатратах [1, 2].  

Если для пространственных задач вводить функцию тока, то потребует-
ся аппроксимация двух производных, которая при использовании треуголь-
ных конечных элементов требует большого количества базисных функций 
для удовлетворения «условия совместности». Поэтому весьма желательно 
отказаться от условия несжимаемости и ввести понятие «мало-сжимаемой» 
среды. Это естественно и с физической точки зрения, т.к. многие реальные 
материалы в процессе переработки (экструзии, литьем под давлением и 
др.) обнаруживают объемную сжимаемость. Эта сжимаемость обусловлена 
неоднородностью материала, наличием в нем пор, трещин и т.п. Введение 
малой сжимаемости позволяет строить приближенные решения задачи в 
классе функций, неудовлетворяющих условию несжимаемости. В данной 
статье рассматривается вопрос о движении нелинейно-вязкой малосжи-
маемой среды, когда напряжения определяются выражением 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2ij ij ijv v v B vσ = λΙ δ + ϕ Ι  ( ), 1, 3i j = .                             (1) 

Здесь ( )ijB v  – компоненты тензора скоростей деформаций, связанных с век-

тором скоростей 1 2 3( , , )v v v v=  формулой ( ) / /ij i j j iB v v x v x= ∂ ∂ + ∂ ∂  

( , 1, 3i j = ); ijδ  – компоненты единичного вектора; ϕ  – эффективная вяз-

кость, зависящая от второго инварианта 2 ( )vΙ  тензора скоростей деформа-

ций 

3
2

2

, 1

( ) ( )ij

i j

v B v

=

Ι = ∑ ; λ  – объемная вязкость среды, причем 0>=λ const  

(для малосжимаемой среды постоянная λ  является большой величиной); 

3

1

1

( ) /i i

i

v v x

=

Ι = ∂ ∂∑ – величина, определяющая скорость объемного сжатия. 

Выражение 1( )vλΙ  в формуле (1) играет роль гидростатического давления.  

Постановка задачи. Рассмотрим задачу о нестационарном движении 
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малосжимаемой среды с уравнением состояния (1) в коническом канале. 

Ось Z  цилиндрической системы координат направлена вдоль оси канала, в 

котором исследуется движение среды, ось R  перпендикулярна оси Z . Бу-

дем считать, что поле скоростей является осесимметричным, т.е. 0=ϕv  и 

( ( , , ), ( , , ))r zv v r z t v r z t= . Область Ω  в которой рассматривается движе-

ние среды считается ограниченной, а ее граница i
i

SS
3

1=

= U . Объемная сила 

K  отсутствует. Тогда уравнения движения запишутся в таком виде 

( )
( )( )

3
1

2

1

0
ji i

ij
j j j ij

vvv v
v

t x x x x
=

   ∂∂Ι∂ ∂∂ 
 ρ − λδ + ϕ Ι + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∑  ( )1, 3i = , (2) 

где ρ  – плотность среды; t  – время. 

На стенках канала выполняется условие прилипания, т.е. 

0=v  на ( )1 0,S T× .                                                                               (3) 

На входе и выходе задается распределение поверхностных сил, зависящих 
от координат и времени 

( )

2

1

,ij j i

i

n F s t

=

σ =∑  на ( )2 0,S T× , 

( )

2

1

,ij j i

i

n F s t

=

σ =∑ %  на ( )3 0,S T× .                                                     (4) 

Здесь 

( ) [ ]{ }1 , ( ), 0,S r z r R z z L= = ∈ , 

( ){ }2 , 0 (0), 0S r z r R z= < < = , 

( ){ }3 , 0 ( ),S r z r R L z L= < < = , 

где )(zR  и L  – уравнение образующей и длина осесимметричного канала. 

Начальное условие записывается в виде 

( )00t
v v s

=
= .                                                                                       (5) 

Таким образом, задача о нестационарном движении нелинейно-вязкой 
малосжимаемой среды в коническом канале сводится к отысканию в облас-

ти (0, )TΩ×  функций rv  и zv , удовлетворяющих системе уравнений (2), 

граничным условиям (3), (4) и начальному условию (5), при этом  

( ) ( ){ }, 0 ( ), 0r z R r R z z LΩ = < < < < . 
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Обобщенным решением задачи (2)–(5) называется функция u , удовле-

творяющая условиям 

( )2 0, ;u L T H∈ ,   ( )*
2 0, ;du dt L T H∈ , 

( ) ( ) ( )1, , , ,
du

h b u h b u h F h
dt

 
ρ + λ + = 
 

, 

( ) 00u u=  h H∀ ∈ ,                                                                              (6) 

где пространство H  – замыкание по норме 

( )

( ) 2 2 2 2
2

0 0

R zL

z r r z r

H

R

v v v v v
v rdrdz

z r r r z

 ∂ ∂ ∂ ∂       
 = + + + +       

∂ ∂ ∂ ∂         
∫ ∫  

множества бесконечно дифференцируемых векторных функций 

( , )r zv v v= , удовлетворяющих условию (3); 
*H  – пространство сопряжен-

ное H . При этом  

( )

( )

0 0

,

R zL

r z
r z

R

u udu
h h h rdrdz

dt t t

∂ ∂  
ρ = ρ +   

∂ ∂   ∫ ∫ , 

( )

( )

( )

1

0 0

,

R zL

r z r r z r

R

u u u h h h
b u h rdrdz

r z r r z r

 ∂ ∂ ∂ ∂  
λ = λ + + + +  

∂ ∂ ∂ ∂  
∫ ∫ ; 

( ) ( )

( )

( )

2 2

0 0

, 2

R zL

r r z z r r

R

u h u h u h
b u h

r r z z r

 ∂ ∂ ∂ ∂ 
= ϕ Ι + + +  

∂ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫  

( )2
z r z ru u h h

rdrdz
r z r z

∂ ∂ ∂ ∂   
+ϕ Ι + +   

∂ ∂ ∂ ∂  
, 

( )

2 2 3 3

, r r z z r r z z

S S S S

F h F h ds F h ds F h ds F h ds= + + +∫ ∫ ∫ ∫% % . 

Классическое решение задачи (2)–(5) является обобщенным решением 
задачи (6) и, наоборот обобщенное решение является классическим [3]. 

Для функции 2( )ϕ Ι  выполнены условия 1)–3) из [3] и если 

*
2, (0, ; )F F L T H∈% , то существует единственное решение задачи (6). 

Отметим, что при достаточно больших значениях λ  решение задачи (6) 

можно рассматривать как приближенное решение аналогичной задачи для 
несжимаемой среды. 
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Метод решения. Приближенное решение задачи (6) будем искать ме-
тодом Галеркина. Вектор скорости представим в виде  

1

( ) ( ) ( , )

n
n

in i

i

u t q t r z

=

= ψ∑ ,  

где ( , )i r zψ  – базисные функции, )(tqin – функция, определяемая из усло-

вий 

( ) ( ) ( )1, , , ,

n
n ni

j i j i j i j

du
b u b u F

dt

 
ρ ψ + λ ψ + ψ = ψ 
 
 

, 

( ) 0 ln

1

0

n
n n
i i l

l

u u

=

= = ξ ψ∑  ( ),i r z=  ( )1,j n= , 

0

1

ln i

n

l

l u→ψξ∑
=

 в ( )Ω2L  при n → ∞ .                            (7) 

Последовательность подпространств построим методом конечных эле-
ментов из непрерывных аффинных в каждом треугольнике функций таким 

образом, чтобы 00 >=θ≥θ constn  и 0lim =
∞→

n
n

h , где nθ  – наименьший 

угол, nh  – длина наибольшей стороны всех треугольников, на которые раз-

бивается область Ω . Такая последовательность обладает свойством пре-
дельной плотности. 

Приближенные решения, построенные методом Галеркина сходятся к 
точному решению задачи. Для решения системы нелинейных уравнений (7) 
применялся метод «предиктор-корректор» [4]. 

Рассмотренная методика позволяет производить расчеты основных ха-
рактеристик движения нелинейно-вязкой малосжимаемого материала в осе-
симметричных каналах различной формы. 

Результаты расчета и их обсуждение. Ниже на примере смазки униол 
приводятся результаты численных расчетов зависимостей расходов и энер-
гозатрат от времени при движении смазки униол в сужающемся коническом 
канале под действием поверхностных сил, изменяющихся и не изменяю-
щихся во времени. Cжимаемость среды не превышала 3%. 

На рис. 1 в правом нижнем углу изображена половина меридионального 
сечения конического канала, в котором рассматривалось движение мате-

риала. Здесь AC  – ось конуса, направленная по координатной оси Z . Ли-

ния BD  соответствует твердой стенке. Линии AD  и BC  соответствуют 

частям границы 2S  (на входе в канал) и 3S  (на выходе), где заданы рас-

пределения поверхностных сил F  и F
~

 соответственно. Размеры канала 

были приняты следующие: мAC 05,0= ; мAD 03,0= ; мBC 02,0= .  
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Для сравнения были проведены расчеты процесса разгона смазки уни-
ол в конусе для трех различных случаев задания поверхностных сил. На-
чальная скорость во всех рассматриваемых случаях принималась равной 

нулю, т.е. 0== zr vv . 

В первом случае приложенные силы брались не зависимыми от време-
ни и задавались таким выражением 

ПаF 5
1 101,0 ⋅= ,   1 0,1 10F Па= − ⋅% ,   0

~
22 == FF .                           (8) 

Во втором случае рассматривались поверхностные силы, задаваемые 
во времени законом 

8 2

1
5 2

0,247 10 0 0,405 10 ,

0,1 10 0,405 10 ;

t Па t c
F

Па t c

−

−

 ⋅ ≤ ≤ ⋅
= 

⋅ ≥ ⋅

 

3 2

1
2

0,247 10 0 0,405 10 ,

0,1 10 0,405 10 ;

t Па t c
F

Па t c

−

−

− ⋅ ≤ ≤ ⋅
= 

− ⋅ ≥ ⋅

%  

0
~

22 == FF .                                                                                        (9) 

В третьем случае поверхностные силы брались также зависимыми от 
времени и задавались таким выражением 







⋅≥⋅

⋅≤≤⋅
=

−

−

;10111,0101,0

,10111,001094,0
15

17

1
ctПа

ctПаt
F  

2 1

1
1

0,94 10 0 0,111 10 ,

0,1 10 0,111 10 ;

t Па t c
F

Па t c

−

−

− ⋅ ≤ ≤ ⋅
= 

− ⋅ ≥ ⋅

%  

0
~

22 == FF .                                                                                          (10) 

На рис. 1 приведена зависимость расхода на выходе от времени. Кри-
вая 1 соответствует случаю не зависимых от времени поверхностных сил, 
которые задавались законом (8). Кривая 2 показывает поведение расхода 
во времени на выходе из конуса в случае, когда поверхностные силы изме-
няются во времени по закону (9), и кривая 3 – законом (10). На рис. 2 при-

ведена зависимость ( )E E t=  энергозатрат от времени при разгоне смазки 

униол в рассматриваемых трех случаях различного задания поверхностных 
сил. Кривая 1 соответствует случаю, когда поверхностные силы задавались 
законом (8), кривая 2 – когда поверхностные силы изменялись во времени 
по закону (8), кривая 3 – по закону (10). Видно, что время выхода течения на 
стационарный режим (рис. 1) во всех трех рассматриваемых случаях прак-
тически одно и то же. 

В рассмотренных случаях разгона смазки униол в конусе минимальные 
энергозатраты (рис. 2) получаются при медленном увеличении поверхност-
ных сил от нуля до заданного значения (кривая 3). Выигрыш в затрачивае-
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мой мощности в случае медленного разгона (кривая 3) по сравнению с за-
данием поверхностных сил не зависимыми от времени (кривая 1) составля-
ет примерно 50%.  
 

Р Е ЗЮМ Е .  Розроблено методику розв’язку задачі про нестаціонарний рух не-
лінійно-в’язкого середовища у конічному каналі. За математичну модель взято мо-
дель малостискуваного матеріалу. Наведені приклади розрахунків. 
 

S U M M A R Y .  The design procedure of problem about nonstationary movement of 
nonlinear-viscous medium in conical canal has been considered. The model of noncom-
pressible material is expressed as mathematical model. The calculations examples are 
given. 
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РЕФЕРАТЫ 

 
УДК 539.3 
 

О влиянии геометрии плоских микроповреждений материала на его 
деформационные свойства / Д . В . Б а б и ч  // Теорет. и прикладная ме-
ханика. – 2009. – Вып. 46. – С. 3–13. 

Предложена континуальная модель, описывающая деформирование 
среды, поврежденной стохастически рассеянными по объему плоскими эл-
липтическими микротрещинами. Модель строится на основании эквива-
лентности энергии поврежденной и моделирующей среды. Энергия дефор-
мирования трещиноватой среды определяется с использованием принципа 
Эшелби в предположении, что в процессе деформирования микротрещины 
не растут и не взаимодействуют между собой. Проводится анализ влияния 
геометрии микротрещин на эффективные характеристики упругости повре-
жденных материалов при растяжении и сжатии. 

Табл. 1. Библиогр.: 9 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 

О сведении краевых задач изгиба трансверсально изотропных пластин к 
задачам теории функций комплексного переменного / И .Ю . Х о м а  // 
Теорет. и прикладная механика. – 2009. – Вып. 46. – С. 14–18. 

Рассматриваются задачи об изгибе трансверсально-изотропных пла-
стин, находящихся под действием нормальной поперечной нагрузки, при-
ложенной к лицевым граничным плоскостям. Предложен способ сведения 
задач в случае жестко защемленном, шарнирно опертом и свободном крае 
к задачам теории функций комплексного переменного. 

Библиогр.: 6 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 

К вопросу о расчете влияния легирующих элементов на фазовое и 
напряженное состояние стальной пластины при нагреве подвижным 
источником / А. Р . Г а ч к е в и ч ,  В . И . А с т а ш к и н ,  Б . Д . Д р о б е н -
к о ,  Т . В . К о з а к е в и ч  // Теорет. и прикладная механика. – 2009. – 
Вып. 46 – С. 19–28. 

Предложен подход использования статистических моделей для количе-
ственной оценки фазового состава сталей при монотонных режимах охлаж-
дения. Он позволяет учитывать неоднородное перед охлаждением распре-
деление температуры в теле, дает возможность использовать различные 
статистические модели. Вместо сложного кинетического уравнения при 
этом используется простой параметр – длительность охлаждения от 850

0
С 
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до 500
0
С (в каждой точке тела). Решена задача определения пространст-

венно неоднородного распределения фазового состава и напряжений в 
тонкой стальной пластине при действии на нее подвижного нормально рас-
пределенного источника нагрева. В рамках предложенного подхода срав-
ниваются результаты, полученные на основании различных статистических 
моделей, анализируется влияние Cr и Mn на фазовый состав и напряжен-
ное состояние пластины. 

Ил. 7. Библиогр.: 9 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 

О влиянии температурного поля на контактное взаимодействие нагре-
того плоского эллиптического штампа с пьезокерамическим полупро-
странством / В . С . К и р и л ю к  // Теорет. и прикладная механика. – 2009. – 
Вып. 46. – С. 29–35. 

Рассмотрена задача о давлении без трения нагретого плоского эллип-
тического штампа на пьезоэлектрическое полупространство. Исследовано 
возникновение отслоения материала под штампом. В виде простых нера-
венств, в которые входят величина силы, что действует на штамп, распре-
деление температурного поля и термоэлектроупругие свойства материала, 
получены условия контакта штампа с полупространством без отслоения 
материала и при его появлении. В замкнутом виде найдено решение задачи 
и получены контактные характеристики взаимодействия штампа с полупро-
странством. Выявлено влияние связанности силового и электрического по-
лей, а также температуры нагрева штампа на параметры контакта. Как ча-
стный случай из найденных выражений следуют результаты контактного 
взаимодействия нагретого штампа с упругим трансверсально-изотропным 
полупространством. Проведены числовые исследования контактного дав-
ления под штампом.  

Ил. 1. Библиогр.: 10 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 

Контакт упругого полупространства и жесткого основания под дейст-
вием сосредоточенного источника охлаждения / Б . Е .Мо н а с т ы р с -
к и й ,  М .М .Мы к ы т ы н  // Теорет. и прикладная механика. – Вып. 46. – 
С. 36–41. 

Изучается явление расслоения упругого полупространства и жесткого 
термоизолированного основания под действием сосредоточенного подпо-
верхностного источника охлаждения. Методом парных интегральных урав-
нений получено аналитическое решение сформулированной осесиметрич-
ной контактной задачи термоупругости. Проанализированы форма и разме-
ры образовавшегося зазора, распределение контактных напряжений. 

Ил. 3. Библиогр.: 11 назв. 
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УДК 539.3 
 

Решение плоской задачи электромагнитоупругости для пластинки с 
трещинами методом линейного сопряжения / С . А . К а л о е р о в ,  
А . В . П е т р е н к о  // Теорет. и прикладная механика. – 2009. – Вып. 46. – 
С. 42–56. 

Решена задача электромагнитоупругости для бесконечной пластинки, с 
трещинами вдоль одной прямой. Задача сведена к серии задач Римана-
Гильберта, решением которых получены комплексные потенциалы, точно 
удовлетворяющие граничным условиям на берегах трещин. Для пластинки 
с одной трещиной даны решения частных задач, описаны результаты чис-
ленных исследований. 

Табл. 3. Библиогр.: 9 назв. 
 
 
 
УДК 539.375 
 

Трещина вблизи угловой точки границы раздела сред / А . А . К а -
м и н с к и й ,  Л . А . К и п н и с ,  Г . А . Х а з и н ,  Т . В . П о л и щ у к  // Теорет. 
и прикладная механика. – 2009. – Вып. 46. – С. 57–61. 

Рассмотрена статическая симметричная задача теории упругости для 
кусочно-однородной изотропной плоскости с границей раздела сред в фор-
ме сторон угла, содержащей в одной из частей полубесконечную  трещину, 
на берегах которой заданы нормальные напряжения. Задача сведена к 
функциональному уравнению Винера–Хопфа. На основе решения уравне-
ния определен коэффициент интенсивности напряжений в конце трещины и 
исследовано поведение напряжений вблизи угловой точки. 

Ил. 1. Табл. 1. Библиогр.: 9 назв. 
 
 
 
УДК 539.3 
 

О влиянии локального фрикционного проскальзывания на контактную 
прочность взаимодействующих тел / Н . И .Ма л а н ч у к ,  Р .М .Ма р -
т ы н я к  // Теорет. и прикладная механика. – 2009. – Вып. 46. – С. 62–69. 

С использованием метода сингулярных уравнений, получено аналити-
ческое решение контактной задачи о локальном фрикционном проскальзы-
вании взаимно прижатых полуплоскостей, одна из которых имеет малую 
пологую выемку, под действием монотонно возрастающей касательной на-
грузки. Найдены контактные напряжения, выявлено влияние проскальзыва-
ния на прочность контактирующих тел. 

Ил. 5. Библиогр.: 9 назв. 
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УДК 539.376 
 

Метод определения параметров ядер наследственности нелинейно- 
вязкоупругих материалов с использованием весовых функций / 
В . П . Г о л у б ,  Ю .М . К о б з а р ь ,  В . С . Р а г у л и н а // Теорет. и при-
кладная механика. – 2009. – Вып. 46. – С. 70–80. 

Предложен метод и изложены основные процедуры определения па-
раметров ядер наследственности нелинейно-вязкоупругих материалов с 
независящей от времени нелинейностью. Метод основан на выполнении 
подобия изохронных диаграмм ползучести и диаграммы мгновенного де-
формирования. Параметры ядер определяются по результатам аппрокси-
мации дискретных значений ядер, которые получены путем дифференци-
рования осредненной функции подобия. Дискретные значения ядер в об-
ласти сингулярности учитываются с помощью весовых функций. Метод ап-
робирован экспериментально на задачах расчета деформаций ползучести 
при постоянных напряжениях, деформаций ползучести при полной разгруз-
ке и релаксаций напряжений на примере фторопласта-4 и стеклопластика 
ТС-8/3-250. 

Ил. 6. Табл. 1. Библиогр.: 5 назв. 
 
 
УДК 539.375 
 

Влияние трения берегов межфазной трещины на развитие начальной 
пластической зоны / М . В . Д у д и к  // Теоретическая и прикладная меха-
ника. – 2009. – Вып. 46. – С. 81–90. 

В условиях плоской деформации методом Винера-Хопфа определена 
начальная пластическая зона вблизи вершины межфазной трещины в ку-
сочно-однородном изотропном упруго-пластическом теле, когда берега 
трещины контактируют с трением. Пластическая зона моделируется прямой 
линией разрыва касательного смещения, исходящей из конца трещины под 
углом к границе раздела сред. Исследованы зависимости длины зоны 
предразрушения и угла наклона от упругих параметров тела и коэффици-
ента трения. 

Табл. 1. Библиогр.: 11 назв. 
 
 
УДК 534-21:537.226.86 
 

Нестационарные упругоэлектрические колебания сферического пье-
зокерамического преобразователя с закрепленной внутренней грани-
цей / М .О .Ш у л ь г а ,  С . А . Г р и г о р ь е в  // Теорет. и прикладная меха-
ника. – 2009. – Вып. 46. – С. 91–97. 

Проведен численный анализ осесимметричных нестационарных коле-
баний пьезокерамического радиально поляризованного шара с закреплен-
ной внутренней поверхностью при электрическом возбуждении. Исследова-
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но динамическое упругоэлектрическое состояние и его зависимость от па-
раметра кривизны, проведена оценка прочности при конкретной разности 
потенциала возбуждения. 

Ил. 6. Библиогр.: 6 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 

Особенности генерации упругих волн при тепловом облучении сталь-
ного образца и учете аустенитно-мартенситного преобразования / 
Л . Я . В а с и л ь е в а ,  Я . А .Ж у к ,  И . К . С е н ч е н к о в ,  О .П . Ч е р -
в и н к о  // Теорет. и прикладная механика. – 2009. – Вып. 46. – С. 98–103. 

В рамках постановки связанной задачи термомеханики с использовани-
ем модифицированной термодинамически согласованной теории неупруго-
го поведения материала исследуется процесс возбуждения и распростра-
нения волн напряжения, вызванных воздействием теплового импульса на 
торце тонкого длинного стального цилиндра и микроструктурными преобра-
зованиями при остывании зоны облучения.  

Ил. 4. Библиогр.: 5 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 
Изгибные колебания прямоугольной пластинки со свободными края-
ми / С .О . П а п к о в ,  В . В .Ме л е ш к о  // Теорет. и прикладная механика. 
– 2009. – Вып. 46. – С. 104–111. 

Методом суперпозиции задача о колебаниях пластины со свободными 
краями сводится к однородной квазирегулярной бесконечной системе ли-
нейных алгебраических уравнений. На основе достаточного условия суще-
ствования ограниченного решения для квазирегулярной системы находятся 
собственные частоты колебаний пластины. На данных собственных часто-
тах анализом асимптотического поведения неизвестных строится нетриви-
альное решение системы, которое позволяет получить аналитическое пред-
ставление собственных форм колебаний. Исследована точность выполне-
ния однородных граничных условий, дано сравнение с экспериментальны-
ми данными. 

Ил. 1. Табл. 2. Библиогр.: 8 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 

О реконструкции трещины в вязкоупругой ортотропной полосе / 
А .О . В а т у л ь я н ,  П . А . А з а р о в а  // Теорет. и прикладная механика. – 
2009. – Вып. 46. – С. 112–117. 

Решена задача о колебаниях ортотропной вязкоупругой полосы, ослаб-
ленной внутренней трещиной, причем реологические свойства учтены в 
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рамках принципа соответствия. Получены интегральные представления 
полей перемещений. Получена система граничных интегральных уравнений 
относительно неизвестных функций раскрытия трещины. Задача идентифи-
кации параметров трещины по известным (измеренным) полям перемеще-
ний на части верхней границы сведена к минимизации неквадратичного 
функционала невязки. Проведен численный анализ решения для прямоли-
нейной трещины. 

Ил. 2. Библиогр.: 9 назв. 
 
 

УДК 539.3:519.6 
 

Об особенностях постановки коэффициентных обратных задач тер-
моупругости для неоднородного стрежня / А .О . В а т у л ь я н ,  
С . А .Н е с т е р о в  // Теорет. и прикладная механика. – 2009. – Вып. 46. – 
С. 118–124. 

Предложены две постановки коэффициентной обратной задачи для 
термоупругого неоднородного стержня, представлены эффективные чис-
ленные методы решения прямой и обратной задач; приведены результаты 
вычислительных экспериментов. 

Ил. 2. Библиогр.: 4 назв. 
 
 

УДК 539.3 
 

Демпфирование резонансных изгибных колебаний гибкой шарнирно 
опертой вязкоупругой круглой пластины при совместном использова-
нии сенсоров и актуаторов / В . Г . К а р н а у х о в ,  Т . В . К а р н а у х о в а  
// Теорет. и прикладная механика. – 2009. – Вып. 46. – С. 125–131. 

Методом Бубнова-Галеркина решена задача о вынужденных резонанс-
ных изгибных колебаниях и диссипативном разогреве шарнирно опертой 
гибкой круглой пассивной вязкоупругой пластины с пьезоэлектрическими 
сенсорами и актуаторами. Исследовано влияние геометрической нелиней-
ности и температуры диссипативного разогрева на эффективность активно-
го демпфирования резонансных колебаний такой пластины при помощи 
пьезоэлектрических включений. 

Библиогр.: 9 назв.  
 
 

УДК 539.3 
 

Резонансные осесимметричные колебания и диссипативный разогрев 
цилиндрических оболочек и их контроль с помощью пьезоэлектриче-
ских актуаторов / И .Ф . К и р и ч о к ,  Т .В . К а р н а у х о в а ,  Н .В .Пер е -
с у н ь к о  // Теорет. и прикладная механика. – 2009. – Вып. 46. – С. 132–140. 

Численно решена задача о вынужденных резонансных колебаниях и 
диссипативном разогреве цилиндрических оболочек с пьезоэлектрическими 
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актуаторами при осесимметричном электромеханическом нагружении. Ис-
следовано влияние размеров пьезоактуаторов и продольных сил инерции 
на величину резонансных частот, прогибов, коэффициента управления и 
температуру разогрева шарнирно опертой оболочки. 

Ил. 6. Табл. 1. Библиогр.: 11 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 

Колебания и диссипативный разогрев физически нелинейных вязко-
упругих круглых пластин с распределенными актуаторами / 
Н. В .П е т р е н к о // Теорет. и прикладная механика. – 2009. – Вып. 46. – 
С. 141–148. 

Методом Бубнова–Галекина решена задача о вынужденных резонанс-
ных изгибных колебаниях и диссипативном разогреве жестко защемленной 
физически нелинейной круглой пассивной неупругой пластины с распреде-
ленными пьезоэлектрическими актуаторами. Исследовано влияние физи-
ческой нелинейности и температуры диссипативного разогрева на эффек-
тивность активного демпфирования колебаний пластины.  

Ил. 2. Библиогр.: 10 назв.  
 
 
УДК 539.3 
 

Влияние сдвиговых деформаций на уровень компенсационного воз-
действия при осесимметричных колебаниях пластинчатого пьезовиб-
ратора / В . И . Г о л о л о б о в  // Теорет. и прикладная механика. – 2009. – 
Вып. 46 – С. 149–154. 

Решена задача об осесимметричных гармонических колебаниях пла-
стинки с пьезокерамическими слоями при электромеханическом нагруже-
нии. Исследовано влияние сдвигов на соотношение электрической и меха-
нической нагрузок при неподвижном центре пластинки. 

Ил. 2. Библиогр.: 4 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 

Термоупругое состояние анизотропной пластинки с упругими кольца-
ми / С . А . К а л о е р о в ,  Д . А . Д о б р я к  // Теорет. и прикладная механи-
ка. – 2009. – Вып. 46. – С. 155–168. 

С использованием обобщенных комплексных потенциалов дано реше-
ние задачи термоупругости для пластинки с упругими кольцами. Задача 
сведена к системе линейных алгебраических уравнений, следующих из гра-
ничных условий для множества точек контуров рассматриваемой среды. 
Система решается обобщенным методом наименьших квадратов с исполь-
зованием сингулярного разложения. Приведены результаты численных ис-
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следований с их анализом для пластинки с одним и двумя круговыми коль-
цами из изотропного или анизотропного материала. 

Ил. 6. Табл. 2. Библиогр.: 10 назв. 
 
 
УДК 539.3 
 

Влияние электрических граничных условий на спектр собственных 
частот крутильных колебаний полых пьезокерамических цилиндров с 
окружной поляризацией / И . А . Л о з а  // Теорет. и прикладная механика. 
– 2009. – Вып. 46. – С. 169–175. 

Решена осесимметричная задача о свободных крутильных колебаниях 
полого пьезокерамического цилиндра конечной длины. Материал цилиндра 
поляризован в окружном направлении. Боковые поверхности цилиндра 
свободны от механических нагрузок и свободны от электродов, либо покры-
ты тонкими короткозамкнутыми электродами. Торцы цилиндра жестко за-
щемлены. Для решения задачи предлагается численно-аналитическая ме-
тодика, основанная на применении метода сплайн-коллокаций по одной из 
координат. Полученная в результате система обычных дифференциальных 
уравнений решается методом дискретной ортогонализации в сочетании с 
методом пошагового поиска. Проведены численные исследования для час-
тот собственных колебаний цилиндра из пьезокерамики PZT 4 с анализом 
влияния типа электрический граничных условий на спектр собственных ко-
лебаний. 

Ил. 6. Библиогр.: 10 назв. 
 
 
УДК 539.374 
 

Анализ нестационарного движения нелинейно-вязкой малосжимаемой 
среды в коническом канале / Н . И . И в а н о в а  // Теорет. и прикладная 
механика. – 2009. – Вып. 46. – С. 176–181. 

Сформулирована задача о нестационарном движении нелинейно-
вязкой малосжимаемой среды в коническом канале. Предложена методика 
решения этой задачи, включающая в себя метод Галеркина с конечно эле-
ментным базисом по пространственным переменным и метод «предиктор-
корректор» по временной переменной. Проведен численный анализ движе-
ния смазки униол в сужающемся коническом канале под действием поверх-
ностных сил, зависящих от времени. Изучено влияние закона изменения во 
времени поверхностных сил на распределение во времени расхода на вы-
ходе из канала, а также на энергозатраты при разгоне смазки униол в кони-
ческом канале. 

Ил. 2. Библиогр.: 4 назв. 
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