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ТЕРМОЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ
КОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНКИ ИЗ ПЬЕЗОМАТЕРИАЛА
В УСЛОВИЯХ НЕРАВНОМЕРНОГО КОНВЕКТИВНОГО
ТЕПЛООБМЕНА С ВНЕШНЕЙ СРЕДОЙ ПОД ДЕЙСТВИЕМ
РАЗНОСТИ ТЕМПЕРАТУР НА КОНТУРАХ

Представлено решение задачи о действии разности температур в конечной многосвязной пла-
стинке из пьезоматериала с отверстиями, находящейся в условиях неравномерного конвек-
тивного теплообмена с внешней средой. Решение построено с применением конформных отоб-
ражений, функций обобщенных комплексных переменных и метода наименьших квадратов.
С помощью численных исследований установлено влияние геометрических особенностей пла-
стинки, тепловых, механических и электромагнитных свойств ее материала, а также распре-
деления коэффициента теплообмена по граничным контурам на распределение напряжений в
пластинке.
Ключевые слова: многосвязная пластинка, конвективный теплообмен, температурные
напряжения, комплексные потенциалы.

Введение. В различных научно-технологических отраслях находят приме-
нение конструкционные элементы в виде тонких пластинок из пьезоматериалов,
которые в процессе эксплуатации подвергаются воздействию тепловых, меха-
нических и электромагнитных полей, вследствие чего в них может возникать
высокая концентрация напряжений, подлежащая учету при проектировании и
эксплуатации конструкций. К настоящему времени разработано большое ко-
личество методов определения термоэлектромагнитоупругого состояния тел из
пьезоматериалов, решено большое количество задач по этой проблематике [1–8].

1Глушанков Евгений Сергеевич – канд. физ.-мат. наук, доцент каф. теории упру-
гости и вычислительной математики имени акад. А.С. Космодамианского ф-та ма-
тем. и информ. технологий Донецкого государственного университета, Донецк, e-mail:
evgenij.glushankov@gmail.com.

Glushankov Evgenij Sergeevich – Candidate of Physical and Mathematical Sciences,
Associate Professor, Donetsk State University, Donetsk, Faculty of Mathematics and Information
Technologies, Chair of Theory of Elasticity and Computational Mathematics named after
Academician A.S. Kosmodamiansky.
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Решен ряд задач термоэлектромагнитоупругости и для пластинок, находящихся
в условиях конвективного теплообмена с внешней средой [9–11].

В данной статье представлено решение задачи определения термоэлектро-
магнитоупругого состояния конечной многосвязной пластинки из пьезоматери-
ала, находящейся под действием разности температур, когда на контурах пла-
стинки имеет место неравномерный конвективный теплообмен с внешней сре-
дой. С использованием потенциалов обобщенных комплексных переменных, кон-
формных отображений и метода наименьших квадратов, исходная задача сведе-
на к определению неизвестных коэффициентов разложений голоморфных функ-
ций в ряды Лорана и по полиномам Фабера. Проведены численные исследова-
ния термоэлектромагнитоупругого состояния конечной пластинки, установлены
закономерности влияния характеристик конвективного теплообмена, тепловых,
механических и электромагнитных свойств материала, а также геометрических
особенностей на распределение напряжений в пластинке.

1. Постановка задачи. Рассмот-

-

6
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�
�
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Рис. 1

рим конечную пластинку из пьезома-
териала, занимающую многосвязную
область S, ограниченную внешним
контуром L0 и контурами эллиптиче-
ских отверстий Ll (рис. 1). Будем счи-
тать, что внешний контур L0 целиком
лежит внутри произвольного эллип-
тического контура L+

0 . Центры эллип-
сов L+

0 и Ll (l = 1, L) находятся в
точках Ol(x0l, y0l); полуоси контуров
– al, bl; углы поворота – φl. Контуры
Ll могут располагаться произвольно
относительно друг друга, касаться, пересекаться, переходить в прямолинейные
разрезы. На каждом из контуров Ll имеет место конвективный теплообмен с
внешней средой температуры Tl с неравномерно распределенным по контуру
коэффициентом теплообмена hl(τ). Контуры пластинки свободны от внешних
усилий или жестко подкреплены, электромагнитные воздействия отсутствуют.

Определение термоэлектромагнитоупругого состояния пластинки сводится
к последовательному решению задачи теплопроводности, а затем – задачи тер-
моэлектромагнитоупругости [7–9]. Для решения этих задач будем использовать
теорию комплексных потенциалов.

Решение задачи теплопроводности сводится к определению комплексного по-
тенциала теплопроводности F5(z5), являющего функцией обобщенной комплекс-
ной переменной

z5 = x+ µ5y, (1)

из граничных условий задачи теплопроводности [7–9]. Здесь µ5 – корень харак-

6



Термоэлектромагнитоупругое состояние конечной пластинки из пьезоматериала

теристического уравнения задачи теплопроводности

k22µ
2 + 2k12µ+ k11 = 0, (2)

kij – коэффициенты теплопроводности материала пластинки. После определе-
ния функции F5(z5) становится возможным вычислять значения температуры
T и плотностей потока тепла qx, qy в любой точке пластинки по следующим
формулам [7–9]:

T = 2ReF5(z5), (3)

(qx, qy) = 2Re iκ (µ5, −1)F ′
5(z5), (4)

где κ =
√
k11k22 − k212.

Решение задачи теплопроводности сводится к определению комплексных по-
тенциалов термоэлектромагнитоупругости Φk(zk) (k = 1, 4), являющихся функ-
циями обобщенных комплексных переменных

zk = x+ µky, (5)

из граничных условий задачи термоэлектромагнитоупругости [7–9]. Здесь µk –
корни характеристического уравнения задачи электромагнитоупругости

l8(µ) = 0; (6)

где

l8(µ) =

∣∣∣∣∣∣
l4s(µ) l3g(µ) l3p(µ)
l3g(µ) l2β(µ) l2ν(µ)
l3p(µ) l2ν(µ) l2χ(µ)

∣∣∣∣∣∣ ;
l4s(µ) = s11µ

4 − 2s16µ
3 + (2s12 + s66)µ

2 − 2s26µ+ s22,

l3g(µ) = g11µ
3 − (g21 + g16)µ

2 + (g12 + g26)µ− g22,

l3p(µ) = p11µ
3 − (p21 + p16)µ

2 + (p12 + p26)µ− p22,

l2β(µ) = −β11µ2 + 2β12µ− β22,

l2ν(µ) = −ν11µ2 + 2ν12µ− ν22,

l2χ(µ) = −χ11µ
2 + 2χ12µ− χ22;

sij – коэффициенты деформации материала; gij и pij – пьезоэлектрические и пье-
зомагнитные модули материала; βij , νij и χij – коэффициенты диэлектрической,
электромагнитной и магнитной проницаемости материала; αi – коэффициенты
теплового расширения материала; ti и mi – пироэлектрические и пиромагнит-
ные модули материала. После определения этих функций становится возмож-
ным вычислять значения основных характеристик термоэлектромагнитоупру-
гого состояния (напряжений σx, σy, τxy; индукций электромагнитного поля Dx,

7
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Dy, Bx, By; напряженностей электромагнитного поля Ex, Ey, Hx, Hy; перемеще-
ний u, v; потенциалов электромагнитного поля φ, ψ) в любой точке пластинки
по следующим формулам [7–9]:

(σx, σy, τxy) = 2Re
5∑

k=1

(
µ2k, 1, −µk

)
Φ′
k(zk); (7)

(Dx, Dy, Bx, By) = 2Re
5∑

k=1

(νkµk, −νk, ρkµk, −ρk) Φ′
k(zk); (8)

(Ex, Ey, Hx, Hy) = −2Re
5∑

k=1

(
r0k, µkr

0
k, h

0
k, µkh

0
k

)
Φ′
k(zk); (9)

(u, v, φ, ψ) = 2Re
5∑

k=1

(
pk, qk, r

0
k, h

0
k

)
Φk(zk). (10)

Здесь

νk =
l3p(µk)l2ν(µk)− l3g(µk)l2χ(µk)

l2β(µk)l2χ(µk)− l22ν(µk)
(k = 1, 4), ν5 =

rχ
r5
,

ρk =
l3g(µk)l2ν(µk)− l3p(µk)l2β(µk)

l2β(µk)l2χ(µk)− l22ν(µk)
(k = 1, 4), ρ5 =

rω
r5

;

r5 =
l5(µ5)

∆(µ5)
, rχ =

lχ(µ5)

∆(µ5)
, rω =

lω(µ5)

∆(µ5)
,

l5(µ5) =

∣∣∣∣∣∣
l2α(µ5) l3g(µ5) l3p(µ5)
l1t(µ5) l2β(µ5) l2ν(µ5)
l1m(µ5) l2ν(µ5) l2χ(µ5)

∣∣∣∣∣∣ ,
lχ(µ5) =

∣∣∣∣∣∣
l4s(µ5) l2α(µ5) l3p(µ5)
l3g(µ5) l1t(µ5) l2ν(µ5)
l3p(µ5) l1m(µ5) l2χ(µ5)

∣∣∣∣∣∣ ,
lω(µ5) =

∣∣∣∣∣∣
l4s(µ5) l3g(µ5) l2α(µ5)
l3g(µ5) l2β(µ5) l1t(µ5)
l3p(µ5) l2ν(µ5) l1m(µ5)

∣∣∣∣∣∣ ;
l2α(µ5) = −α1µ

2
5 + α6µ5 − α2,

l1t(µ5) = t1µ5 − t2,

l1m(µ5) = m1µ5 −m2;

pk = s11µ
2
k − s16µk + s12 − (g11µk − g12) νk − (p11µk − p12) ρk +

δk5α1

r5
,

qk = s12µk − s26 +
s22
µk

− (g21µk − g22) νk − (p21µk − p22) ρk +
δk5α2

r5µ5
,

8



Термоэлектромагнитоупругое состояние конечной пластинки из пьезоматериала

r0k = g11µ
2
k − g16µk + g12 − (β11µk − β12) νk − (ν11µk − ν12) ρk +

δk5t1
r5

,

h0k = p11µ
2
k − p16µk + p12 − (ν11µk − ν12) νk − (χ11µk − χ12) ρk +

δk5m1

r5
;

Φ5(z5) = r5

∫
F5(z5) dz5;

δij – символ Кронекера.
2. Определение комплексных потенциалов. Комплексные потенциалы

F5(z5), Φk(zk) (k = 1, 4) в общем случае многосвязности имеют вид [7–9]

F5(z5) =
L∑
l=1

D5lw5l(z5) +
L∑
l=0

∞∑
n=sgn l

c5lnφ5ln(z5); (11)

Φk(zk) = Nk(zk) +

L∑
l=0

∞∑
n=sgn l

aklnφkln(zk). (12)

Здесь D5l – вещественные постоянные, определяемые из граничных условий;
w5l(z5) = ln (z5 − z5l); z5l – точки, соответствующие при аффинном преобра-
зовании (1) произвольным точкам внутри контуров Ll; c5ln – коэффициенты,
определяемые из граничных условий;

φ50n(z5) =

(
z5 − z50
R50

)n

; φ5ln(z5) = ζ−n
5l (l = 1, L);

ζ5l – комплексные переменные, определяемые из конформных отображений;

Nk(zk) =

L∑
l=1

(Aklzk +Bkl) ln(zk − zkl);

Akl, Bkl (k = 1, 4) – постоянные, определяемые из систем уравнений

2Re
5∑

k=1

(
1, µk, pk, qk, νk, ρk, r

0
k, h

0
k

)
iAkl = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

2Re
5∑

k=1

(
1, µk, pk, qk, νk, ρk, r

0
k, h

0
k

)
iBkl = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

где A5l = r5D5l; B5l = r5(c51lR5l−D5lz5l); wkl(zk) = ln (zk − zkl); zkl – точки, соот-
ветствующие при аффинном преобразовании (5) произвольным точкам внутри
контуров Ll; akln – комплексные постоянные, определяемые из граничных усло-
вий;

φk0n(zk) =

(
zk − zk0
Rk0

)n

; φkln(zk) = ζ−n
kl (l = 1, L);

9
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ζkl – комплексные переменные, определяемые из конформных отображений.
В локальных системах координат Olxlyl параметрические уравнения эллип-

сов (рисунок 1) имеют вид [7–9]

xl = al cos θ, yl = bl sin θ,

а в основной системе координат Oxy –

x = x0l + xl cosφl − yl sinφl, y = y0l + xl sinφl + yl cosφl.

Здесь θ (0 ≤ θ ≤ 2π) – угловая характеристика уравнения эллипса в параметри-
ческой форме.

Комплексные переменные ζ5l, ζkl являются параметрами конформных отоб-
ражений внешностей единичных кругов |ζ5l| ≥ 1, |ζkl| ≥ 1 на внешности эллипсов
L5l, Lkl, получаемых из Ll аффинными преобразованиями (1), (5) [7–9]:

zk = zkl +Rkl

(
ζkl +

mkl

ζkl

)
, (13)

где
zkl = x0l + µky0l,

Rkl =
al(cosφl + µk sinφl) + ibl(sinφl − µk cosφl)

2
,

mkl =
al(cosφl + µk sinφl)− ibl(sinφl − µk cosφl)

2Rkl
.

На контурах Ll функция F5(z5) должна удовлетворять граничному условию
задачи теплопроводности [12]

2Re
(
hl(τ)F5(τ5) + iκδ5,s(τ5)F

′
5(τ5)

)
= hl(τ)Tl, (14)

где δ5,s(τ5) = dτ5/ds, s – дуга контура отверстия; τ – аффикс граничной точки;
τ5 – точка, получаемая из граничной точки при аффинном преобразовании (1).

Функции Φk(zk) (k = 1, 4) должны удовлетворять граничным условиям за-
дачи термоэлектромагнитоупругости [7–9]

2Re
5∑

k=1

(dkl1, dkl2, dkl3, dkl4) δk,s(τk)Φ
′
k(τk) =

(
dfl1
ds

,
dfl2
ds

,
dfl3
ds

,
dfl4
ds

)
, (15)

где δk,s(τk) = dτk/ds; τk – точки, получаемые из граничной точки при аффинном
преобразовании (5). Для неподкрепленных контуров Ll следует принимать

(dkl1, dkl2, dkl3, dkl4) = (1, µk, νk, ρk) , (fl1, fl2, fl3, fl4) = (cl1, cl2, cl3, cl4) ,

а для жестко подкрепленных контуров

(dkl1, dkl2, dkl3, dkl4) = (pk, qk, νk, ρk) , (fl1, fl2, fl3, fl4) = (ul(τ), vl(τ), cl3, cl4) ,

10
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где cli – неизвестные постоянные интегрирования; ul(τ), vl(τ) – заданные на
контурах значения перемещений.

3. Определение неизвестных постоянных. Неизвестные постоянныеD5l,
c5ln, akln определяются из граничных условий (14) и (15) после подстановки в
них функций (11) и (12). Граничные условия будем удовлетворять с помощью
метода наименьших квадратов [7–9]. Для этого на контурах Li (i = 0, L) вы-
бираются системы точек Mim(xim, yim) (m = 0, Mi), в которых необходимо
минимизировать невязку граничных условий.

В задаче теплопроводности, подставляя функцию (11) в граничное условие
(14), получим систему линейных алгебраических уравнений для определения
неизвестных постоянных D5l, c5ln:

2Re
L∑
l=1

(
hl(τim)w5l(τ5im) + iκδ5,s(τ5im)w′

5l(τ5im)
)
D5l+

+2Re

L∑
l=0

∞∑
n=sgn l

(
hl(τim)φ5ln(τ5im) + iκδ5,s(τ5im)φ′

5ln(τ5im)
)
c5ln = hl(τim)Tl

(i = 0,L, m = 1,Mi),

(16)

где τ5im = xim +µ5yim, τim – аффикс точки Mim. После решения системы (16) с
использованием метода сингулярных разложений [13] постоянные D5l, c5ln ста-
новятся известными, а, следовательно, известна и функция F5(z5). После этого
можно в любой точке пластинки определять значения температуры и плотно-
стей потока тепла по формулам (3), (4) [7–9].

В задаче термоэлектромагнитоупругости, подставляя функции (12) в гра-
ничные условия (15), получим систему линейных алгебраических уравнений для
определения неизвестных постоянных akln:

2Re

4∑
k=1

L∑
l=0

∞∑
n=sgn l

dkipδk,s(τkim)φ′
kln(τkim)akln =

= −2Re

4∑
k=1

dkipδk,s(τkim)N ′
k(τkim)− 2Re d5ipδ5,s(τ5im)r5F5(τ5im) +

dfip
ds

(τim)

(i = 0, L, m = 1, Mi, p = 1, 4),

(17)

где τkjm = xjm + µkyjm. После решения системы (17) с использованием ме-
тода сингулярных разложений [13] постоянные akln становятся известными, а
следовательно, известны и функции Φk(zk). После этого можно в любой точке
пластинки определять основные характеристики термоэлектромагнитоупругого
состояния по формулам (3), (4) [7–9].

4. Численные исследования. Были проведены численные исследования
для конечной пластинки из композита на основе BaTiO3 − CoFe2O4. Физико-
механические постоянные этого материала [14]:

s11 = 7, 165s0, s22 = 6, 797s0, s66 = 19, 912s0, s12 = −2, 337s0,

11
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g16 = 2, 028g0, g21 = −0, 496g0, g22 = 1, 157g0,

p16 = 1, 850p0, p21 = 0, 576p0, p22 = 1, 186p0,

β11 = 0, 156β0, β22 = 0, 137β0, ν11 = −0, 190ν0, ν22 = −0, 185ν0,

χ11 = 0, 336χ0, χ22 = 0, 119χ0, α1 = 8, 530α0, α2 = 1, 990α0,

t2 = 133t0, m2 = 133m0, k11 = 2, 5k0, k22 = 2, 5k0.

Здесь приняты следующие обозначения:

s0 = 10−6 МПа−1, g0 = 10−2 МКл−1 · м2, p0 = 10−5 МТл−1,

β = 103 МН · м2 · МКл−2, ν0 = 10−1 МКл−1 · м · МА, χ0 = 10−1 МПа · МТл−1,

α0 = 10−6 К−1, t0 = 10−3 МН · (МКл · К)−1,

m0 = 10−3 МА · (м · К)−1, k0 = 1Вт · (м · К)−1.

При реализации расчетов с применением разработанной методики количе-
ство членов в рядах Лорана в функциях (11), (12) и количество «коллокацион-
ных» точек Mim на контурах Li, для которых составлялись системы линейных
алгебраических уравнений (16) и (17), увеличивались до тех пор, пока гранич-
ные условия на контурах не удовлетворялись с достаточно высокой степенью
точности (относительная погрешность не становилась менее сотых долей про-
цента). Для этого, как показали численные исследования, необходимо было в
указанных рядах оставлять от 50 до 100 членов, на каждом из контуров вы-
бирать от 500 до 1200 «коллокационных» точек. При этом, решались задачи
термоэлектромагнитоупругости (ТЭМУ), когда при проведении расчетов учи-
тываются все свойства материала пластинки, и термоупругости (ТУ), когда
электромагнитные свойства материала не учитываются.

В таблицах 1 и 2 для концентрического кольца из выше-

��
��~}m���

r1

r0

Рис. 2

указанного материала с внешним радиусом r0 и внутренним
радиусом r1 (a0 = b0 = r0, a1 = b1 = r1) (рис. 2), через непод-
крепленные контуры которого действует конвективный теп-
лообмен с внешними средами температур T0 и T1 c коэффи-
циентами h0 = h1 = H (1 + cos θ) и h0 = h1 = H (1 + sin θ)
соответственно, с точностью до множителя T0 − T1 приведе-
ны значения напряжений σs/a0 в некоторых точках контура отверстия с цен-
тральным углом θ на площадках, перпендикулярных контуру, в зависимости от
значения Ha для некоторых значений толщины кольца (r0 − r1)/r1 в случае
задачи ТЭМУ.

В таблицах 3 и 4 приведены аналогичные значения напряжений σs/a0 в неко-
торых точках контура отверстия для случая задачи ТУ.

В таблицах 5–8 для всех вышеописанных случаев приведены значения на-
пряжений σs/a0 в некоторых точках внешнего контура с центральным углом θ
на площадках, перпендикулярных контуру.
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Таблица 1. Значения напряжений σs в точках контура отверстия
Знач. θ, Значения (r0 − r1)/r1
Ha рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 100
10−2 0 0, 000 0, 001 0, 003 0, 005 0, 015 0, 032

π/6 0, 000 0, 001 0, 003 0, 006 0, 015 0, 032
π/3 0, 000 0, 001 0, 002 0, 004 0, 009 0, 018
π/2 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 005 −0, 016
2π/3 0, 000 0, 000 0, 001 0, 002 0, 006 0, 014
5π/6 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 005 0, 020
π 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001 0, 003 0, 018

10−1 0 0, 003 0, 014 0, 027 0, 049 0, 134 0, 265
π/6 0, 003 0, 014 0, 029 0, 053 0, 138 0, 265
π/3 0, 002 0, 011 0, 021 0, 036 0, 081 0, 146
π/2 0, 001 0, 001 −0, 002 −0, 009 −0, 050 −0, 136
2π/3 0, 000 0, 003 0, 008 0, 017 0, 053 0, 116
5π/6 0, 000 −0, 002 −0, 003 0, 001 0, 047 0, 166
π −0, 001 −0, 004 −0, 007 −0, 010 0, 028 0, 149

100 0 0, 027 0, 123 0, 210 0, 329 0, 674 1, 037
π/6 0, 025 0, 121 0, 224 0, 365 0, 700 1, 045
π/3 0, 019 0, 098 0, 170 0, 251 0, 417 0, 592
π/2 0, 008 0, 006 −0, 023 −0, 082 −0, 293 −0, 559
2π/3 0, 003 0, 029 0, 066 0, 119 0, 279 0, 486
5π/6 −0, 004 −0, 019 −0, 023 0, 006 0, 263 0, 703
π −0, 006 −0, 031 −0, 056 −0, 068 0, 163 0, 634

101 0 0, 203 0, 505 0, 610 0, 714 1, 086 1, 407
π/6 0, 189 0, 502 0, 676 0, 853 1, 181 1, 452
π/3 0, 148 0, 446 0, 588 0, 678 0, 790 0, 882
π/2 0, 059 −0, 021 −0, 163 −0, 324 −0, 615 −0, 848
2π/3 0, 027 0, 179 0, 307 0, 422 0, 635 0, 795
5π/6 −0, 026 −0, 040 0, 026 0, 201 0, 735 1, 194
π −0, 043 −0, 093 −0, 102 −0, 034 0, 529 1, 079

102 0 0, 563 0, 670 0, 670 0, 717 1, 090 1, 417
π/6 0, 531 0, 688 0, 787 0, 923 1, 222 1, 476
π/3 0, 440 0, 705 0, 796 0, 835 0, 875 0, 918
π/2 0, 176 −0, 038 −0, 209 −0, 371 −0, 650 −0, 882
2π/3 0, 144 0, 440 0, 570 0, 658 0, 797 0, 881
5π/6 0, 002 0, 190 0, 376 0, 623 1, 084 1, 405
π −0, 042 0, 095 0, 155 0, 286 0, 843 1, 283

103 0 0, 627 0, 619 0, 608 0, 663 1, 064 1, 405
π/6 0, 609 0, 663 0, 753 0, 893 1, 207 1, 468
π/3 0, 562 0, 752 0, 825 0, 853 0, 879 0, 915
π/2 0, 295 0, 038 −0, 142 −0, 315 −0, 625 −0, 876
2π/3 0, 354 0, 633 0, 736 0, 787 0, 854 0, 903
5π/6 0, 244 0, 452 0, 610 0, 811 1, 179 1, 454
π 0, 207 0, 356 0, 392 0, 494 0, 974 1, 357

∞ 0 0, 543 0, 562 0, 566 0, 635 1, 053 1, 400
π/6 0, 557 0, 623 0, 724 0, 873 1, 199 1, 463
π/3 0, 584 0, 756 0, 827 0, 854 0, 878 0, 911
π/2 0, 413 0, 098 −0, 100 −0, 284 −0, 613 −0, 873
2π/3 0, 582 0, 755 0, 826 0, 854 0, 878 0, 911
5π/6 0, 554 0, 622 0, 723 0, 873 1, 199 1, 463
π 0, 536 0, 560 0, 564 0, 634 1, 052 1, 400
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Таблица 2. Значения напряжений σs в точках контура отверстия
Знач. θ, Значения (r0 − r1)/r1
Ha рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 100
10−2 −π/2 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001 −0, 002 −0, 011

−π/3 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001 0, 005 0, 013
−π/6 0, 000 0, 000 0, 001 0, 002 0, 008 0, 023
0 0, 000 0, 001 0, 001 0, 002 0, 009 0, 025
π/6 0, 000 0, 001 0, 002 0, 004 0, 013 0, 030
π/3 0, 000 0, 001 0, 002 0, 004 0, 010 0, 020
π/2 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 003 −0, 009 −0, 020

10−1 −π/2 0, 001 0, 003 0, 006 0, 007 −0, 012 −0, 091
−π/3 0, 001 0, 003 0, 007 0, 014 0, 047 0, 117
−π/6 0, 001 0, 005 0, 009 0, 018 0, 071 0, 198
0 0, 001 0, 005 0, 010 0, 020 0, 085 0, 216
π/6 0, 001 0, 007 0, 017 0, 038 0, 122 0, 255
π/3 0, 002 0, 011 0, 023 0, 041 0, 096 0, 170
π/2 0, 001 −0, 001 −0, 009 −0, 025 −0, 081 −0, 167

100 −π/2 0, 006 0, 031 0, 052 0, 063 −0, 063 −0, 380
−π/3 0, 007 0, 032 0, 061 0, 110 0, 272 0, 461
−π/6 0, 009 0, 043 0, 082 0, 143 0, 409 0, 799
0 0, 011 0, 050 0, 088 0, 157 0, 471 0, 866
π/6 0, 013 0, 066 0, 140 0, 275 0, 649 0, 995
π/3 0, 016 0, 099 0, 186 0, 291 0, 501 0, 645
π/2 0, 010 −0, 009 −0, 064 −0, 156 −0, 395 −0, 645

101 −π/2 0, 057 0, 199 0, 239 0, 184 −0, 202 −0, 614
−π/3 0, 059 0, 194 0, 278 0, 366 0, 546 0, 711
−π/6 0, 073 0, 256 0, 383 0, 518 0, 887 1, 255
0 0, 088 0, 267 0, 367 0, 496 0, 918 1, 291
π/6 0, 106 0, 329 0, 500 0, 718 1, 118 1, 397
π/3 0, 128 0, 444 0, 602 0, 706 0, 820 0, 878
π/2 0, 083 0, 010 −0, 132 −0, 295 −0, 605 −0, 854

102 −π/2 0, 297 0, 442 0, 327 0, 118 −0, 364 −0, 734
−π/3 0, 291 0, 469 0, 524 0, 585 0, 718 0, 824
−π/6 0, 325 0, 574 0, 691 0, 811 1, 128 1, 417
0 0, 345 0, 513 0, 552 0, 636 1, 035 1, 382
π/6 0, 379 0, 565 0, 687 0, 854 1, 193 1, 454
π/3 0, 423 0, 690 0, 781 0, 826 0, 871 0, 908
π/2 0, 294 0, 061 −0, 126 −0, 300 −0, 616 −0, 871

103 −π/2 0, 560 0, 455 0, 223 −0, 033 −0, 481 −0, 802
−π/3 0, 558 0, 691 0, 733 0, 770 0, 832 0, 887
−π/6 0, 551 0, 648 0, 739 0, 869 1, 185 1, 453
0 0, 528 0, 570 0, 573 0, 641 1, 050 1, 396
π/6 0, 526 0, 615 0, 719 0, 871 1, 199 1, 461
π/3 0, 548 0, 737 0, 815 0, 848 0, 877 0, 911
π/2 0, 380 0, 078 −0, 112 −0, 290 −0, 614 −0, 872

∞ −π/2 0, 430 0, 105 −0, 095 −0, 281 −0, 611 −0, 872
−π/3 0, 586 0, 756 0, 826 0, 854 0, 878 0, 911
−π/6 0, 555 0, 623 0, 724 0, 873 1, 199 1, 463
0 0, 543 0, 562 0, 566 0, 635 1, 052 1, 400
π/6 0, 554 0, 623 0, 724 0, 873 1, 199 1, 463
π/3 0, 584 0, 756 0, 826 0, 854 0, 878 0, 911
π/2 0, 416 0, 098 −0, 099 −0, 284 −0, 613 −0, 873
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Таблица 3. Значения напряжений σs в точках контура отверстия
Знач. θ, Значения (r0 − r1)/r1
Ha рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 100
10−2 0 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 004 −0, 007

π/6 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 006 −0, 010
π/3 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 008 −0, 016
π/2 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 002 −0, 007 −0, 018
2π/3 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 004 −0, 013
5π/6 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 003 −0, 007
π 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 002 −0, 005

10−1 0 −0, 001 −0, 006 −0, 011 −0, 019 −0, 038 −0, 061
π/6 −0, 001 −0, 006 −0, 012 −0, 021 −0, 051 −0, 089
π/3 −0, 001 −0, 006 −0, 012 −0, 024 −0, 069 −0, 138
π/2 −0, 001 −0, 004 −0, 009 −0, 019 −0, 065 −0, 151
2π/3 0, 000 −0, 002 −0, 005 −0, 010 −0, 041 −0, 108
5π/6 0, 000 −0, 001 −0, 003 −0, 006 −0, 025 −0, 061
π 0, 000 −0, 001 −0, 003 −0, 006 −0, 021 −0, 043

100 0 −0, 012 −0, 055 −0, 093 −0, 136 −0, 205 −0, 239
π/6 −0, 012 −0, 055 −0, 097 −0, 151 −0, 264 −0, 346
π/3 −0, 010 −0, 052 −0, 099 −0, 171 −0, 361 −0, 542
π/2 −0, 008 −0, 039 −0, 078 −0, 142 −0, 356 −0, 605
2π/3 −0, 005 −0, 022 −0, 042 −0, 077 −0, 230 −0, 438
5π/6 −0, 003 −0, 013 −0, 026 −0, 049 −0, 140 −0, 248
π −0, 002 −0, 012 −0, 026 −0, 051 −0, 121 −0, 175

101 0 −0, 096 −0, 254 −0, 318 −0, 354 −0, 358 −0, 335
π/6 −0, 092 −0, 252 −0, 324 −0, 380 −0, 449 −0, 479
π/3 −0, 081 −0, 243 −0, 339 −0, 439 −0, 632 −0, 767
π/2 −0, 062 −0, 204 −0, 305 −0, 424 −0, 692 −0, 904
2π/3 −0, 040 −0, 132 −0, 196 −0, 277 −0, 499 −0, 688
5π/6 −0, 027 −0, 094 −0, 138 −0, 191 −0, 313 −0, 398
π −0, 022 −0, 096 −0, 155 −0, 214 −0, 278 −0, 289

102 0 −0, 306 −0, 390 −0, 404 −0, 405 −0, 375 −0, 340
π/6 −0, 297 −0, 391 −0, 417 −0, 439 −0, 474 −0, 491
π/3 −0, 271 −0, 398 −0, 457 −0, 526 −0, 684 −0, 801
π/2 −0, 231 −0, 383 −0, 468 −0, 569 −0, 798 −0, 974
2π/3 −0, 181 −0, 317 −0, 384 −0, 460 −0, 640 −0, 777
5π/6 −0, 146 −0, 248 −0, 285 −0, 329 −0, 412 −0, 458
π −0, 140 −0, 280 −0, 332 −0, 361 −0, 360 −0, 333

103 0 −0, 381 −0, 396 −0, 401 −0, 400 −0, 372 −0, 337
π/6 −0, 377 −0, 403 −0, 420 −0, 439 −0, 473 −0, 490
π/3 −0, 367 −0, 428 −0, 475 −0, 538 −0, 691 −0, 805
π/2 −0, 348 −0, 441 −0, 510 −0, 601 −0, 819 −0, 987
2π/3 −0, 319 −0, 403 −0, 456 −0, 522 −0, 680 −0, 800
5π/6 −0, 292 −0, 351 −0, 375 −0, 403 −0, 454 −0, 480
π −0, 296 −0, 381 −0, 402 −0, 406 −0, 377 −0, 340

∞ 0 −0, 374 −0, 387 −0, 394 −0, 395 −0, 369 −0, 336
π/6 −0, 376 −0, 398 −0, 415 −0, 435 −0, 471 −0, 489
π/3 −0, 383 −0, 432 −0, 477 −0, 539 −0, 691 −0, 806
π/2 −0, 388 −0, 457 −0, 521 −0, 609 −0, 824 −0, 991
2π/3 −0, 383 −0, 432 −0, 477 −0, 539 −0, 691 −0, 806
5π/6 −0, 375 −0, 398 −0, 415 −0, 435 −0, 471 −0, 489
π −0, 374 −0, 388 −0, 395 −0, 395 −0, 369 −0, 336
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Таблица 4. Значения напряжений σs в точках контура отверстия
Знач. θ, Значения (r0 − r1)/r1
Ha рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 100
10−2 −π/2 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 003 −0, 013

−π/3 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 003 −0, 011
−π/6 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 003 −0, 008
0 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 003 −0, 006
π/6 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 005 −0, 010
π/3 0, 000 −0, 001 −0, 002 −0, 003 −0, 009 −0, 017
π/2 0, 000 −0, 001 −0, 002 −0, 004 −0, 011 −0, 022

10−1 −π/2 0, 000 0, 001 0, 002 0, 000 −0, 029 −0, 110
−π/3 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 003 −0, 030 −0, 095
−π/6 0, 000 −0, 002 −0, 004 −0, 008 −0, 029 −0, 065
0 −0, 001 −0, 004 −0, 007 −0, 012 −0, 029 −0, 049
π/6 −0, 001 −0, 006 −0, 011 −0, 019 −0, 044 −0, 081
π/3 −0, 002 −0, 009 −0, 017 −0, 031 −0, 078 −0, 147
π/2 −0, 002 −0, 010 −0, 020 −0, 038 −0, 099 −0, 186

100 −π/2 0, 002 0, 010 0, 012 −0, 003 −0, 172 −0, 464
−π/3 0, 001 0, 002 −0, 003 −0, 025 −0, 172 −0, 396
−π/6 −0, 003 −0, 014 −0, 029 −0, 058 −0, 157 −0, 265
0 −0, 007 −0, 032 −0, 056 −0, 085 −0, 147 −0, 197
π/6 −0, 012 −0, 053 −0, 090 −0, 135 −0, 231 −0, 322
π/3 −0, 016 −0, 075 −0, 135 −0, 215 −0, 403 −0, 577
π/2 −0, 017 −0, 087 −0, 161 −0, 264 −0, 507 −0, 727

101 −π/2 0, 013 0, 010 −0, 029 −0, 125 −0, 473 −0, 781
−π/3 0, 003 −0, 026 −0, 081 −0, 176 −0, 446 −0, 663
−π/6 −0, 022 −0, 082 −0, 134 −0, 202 −0, 339 −0, 420
0 −0, 056 −0, 149 −0, 191 −0, 228 −0, 279 −0, 294
π/6 −0, 091 −0, 237 −0, 301 −0, 350 −0, 422 −0, 467
π/3 −0, 119 −0, 323 −0, 425 −0, 519 −0, 683 −0, 801
π/2 −0, 131 −0, 366 −0, 493 −0, 613 −0, 833 −0, 993

102 −π/2 −0, 018 −0, 139 −0, 240 −0, 380 −0, 698 −0, 922
−π/3 −0, 047 −0, 195 −0, 297 −0, 409 −0, 627 −0, 773
−π/6 −0, 107 −0, 212 −0, 271 −0, 335 −0, 429 −0, 470
0 −0, 190 −0, 276 −0, 307 −0, 330 −0, 342 −0, 325
π/6 −0, 279 −0, 371 −0, 401 −0, 426 −0, 466 −0, 489
π/3 −0, 349 −0, 464 −0, 513 −0, 569 −0, 706 −0, 814
π/2 −0, 378 −0, 512 −0, 576 −0, 654 −0, 847 −1, 002

103 −π/2 −0, 173 −0, 311 −0, 408 −0, 526 −0, 783 −0, 969
−π/3 −0, 198 −0, 341 −0, 422 −0, 507 −0, 678 −0, 799
−π/6 −0, 234 −0, 324 −0, 365 −0, 405 −0, 460 −0, 484
0 −0, 295 −0, 348 −0, 367 −0, 377 −0, 362 −0, 333
π/6 −0, 361 −0, 396 −0, 415 −0, 435 −0, 471 −0, 490
π/3 −0, 415 −0, 455 −0, 494 −0, 551 −0, 697 −0, 809
π/2 −0, 437 −0, 491 −0, 546 −0, 625 −0, 832 −0, 994

∞ −π/2 −0, 385 −0, 455 −0, 520 −0, 608 −0, 824 −0, 990
−π/3 −0, 381 −0, 431 −0, 477 −0, 539 −0, 691 −0, 806
−π/6 −0, 374 −0, 398 −0, 415 −0, 435 −0, 471 −0, 489
0 −0, 373 −0, 387 −0, 394 −0, 395 −0, 369 −0, 336
π/6 −0, 376 −0, 398 −0, 415 −0, 435 −0, 471 −0, 489
π/3 −0, 384 −0, 432 −0, 477 −0, 539 −0, 691 −0, 806
π/2 −0, 389 −0, 457 −0, 521 −0, 609 −0, 824 −0, 991
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Таблица 5. Значения напряжений σs в точках внешнего контура
Знач. θ, Значения (r0 − r1)/r1
Ha рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 100
10−2 0 0, 000 −0, 001 −0, 002 −0, 002 0, 000 0, 001

π/6 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 001 −0, 001 −0, 001
π/3 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 002 −0, 002
π/2 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 002
2π/3 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 002 −0, 002
5π/6 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001
π 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 001

10−1 0 −0, 003 −0, 010 −0, 015 −0, 016 −0, 001 0, 007
π/6 −0, 002 −0, 009 −0, 011 −0, 013 −0, 012 −0, 006
π/3 −0, 002 −0, 007 −0, 012 −0, 016 −0, 019 −0, 015
π/2 −0, 001 −0, 006 −0, 010 −0, 014 −0, 018 −0, 016
2π/3 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 005 −0, 013 −0, 014
5π/6 0, 000 0, 001 0, 002 0, 003 −0, 003 −0, 004
π 0, 001 0, 002 0, 001 0, 000 0, 004 0, 009

100 0 −0, 025 −0, 087 −0, 114 −0, 101 0, 007 0, 020
π/6 −0, 023 −0, 074 −0, 086 −0, 081 −0, 050 −0, 033
π/3 −0, 017 −0, 060 −0, 089 −0, 105 −0, 090 −0, 071
π/2 −0, 012 −0, 053 −0, 078 −0, 092 −0, 088 −0, 077
2π/3 −0, 001 −0, 001 −0, 008 −0, 027 −0, 061 −0, 069
5π/6 0, 003 0, 011 0, 020 0, 028 −0, 002 −0, 026
π 0, 005 0, 015 0, 013 0, 007 0, 041 0, 036

101 0 −0, 187 −0, 362 −0, 347 −0, 240 0, 006 0, 021
π/6 −0, 170 −0, 304 −0, 246 −0, 164 −0, 096 −0, 058
π/3 −0, 126 −0, 240 −0, 263 −0, 254 −0, 184 −0, 113
π/2 −0, 092 −0, 255 −0, 284 −0, 268 −0, 195 −0, 123
2π/3 −0, 012 −0, 010 −0, 050 −0, 110 −0, 158 −0, 113
5π/6 0, 022 0, 028 0, 050 0, 057 −0, 044 −0, 056
π 0, 036 0, 037 −0, 004 −0, 024 0, 065 0, 039

102 0 −0, 521 −0, 494 −0, 408 −0, 267 0, 000 0, 018
π/6 −0, 476 −0, 420 −0, 284 −0, 175 −0, 113 −0, 065
π/3 −0, 360 −0, 345 −0, 340 −0, 319 −0, 220 −0, 125
π/2 −0, 312 −0, 483 −0, 463 −0, 397 −0, 242 −0, 136
2π/3 −0, 078 −0, 141 −0, 212 −0, 255 −0, 212 −0, 124
5π/6 −0, 003 −0, 091 −0, 065 −0, 056 −0, 099 −0, 065
π 0, 030 −0, 120 −0, 169 −0, 128 0, 042 0, 029

103 0 −0, 584 −0, 473 −0, 406 −0, 263 −0, 015 0, 017
π/6 −0, 548 −0, 410 −0, 268 −0, 171 −0, 110 −0, 067
π/3 −0, 455 −0, 373 −0, 366 −0, 339 −0, 230 −0, 128
π/2 −0, 488 −0, 590 −0, 537 −0, 442 −0, 255 −0, 138
2π/3 −0, 261 −0, 291 −0, 316 −0, 319 −0, 228 −0, 127
5π/6 −0, 217 −0, 274 −0, 204 −0, 140 −0, 115 −0, 067
π −0, 201 −0, 307 −0, 270 −0, 189 0, 019 0, 020

∞ 0 −0, 519 −0, 443 −0, 390 −0, 256 −0, 003 0, 018
π/6 −0, 496 −0, 388 −0, 260 −0, 170 −0, 119 −0, 068
π/3 −0, 477 −0, 382 −0, 373 −0, 344 −0, 231 −0, 128
π/2 −0, 614 −0, 641 −0, 566 −0, 456 −0, 257 −0, 139
2π/3 −0, 474 −0, 380 −0, 365 −0, 343 −0, 231 −0, 128
5π/6 −0, 488 −0, 388 −0, 267 −0, 170 −0, 119 −0, 068
π −0, 520 −0, 440 −0, 365 −0, 255 −0, 003 0, 018
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Таблица 6. Значения напряжений σs в точках внешнего контура
Знач. θ, Значения (r0 − r1)/r1
Ha рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 100
10−2 −π/2 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 003

−π/3 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 003
−π/6 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 001 −0, 002
0 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001 0, 000 0, 000
π/6 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001
π/3 0, 000 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 003
π/2 0, 000 −0, 001 −0, 001 −0, 002 −0, 003 −0, 003

10−1 −π/2 −0, 001 −0, 003 −0, 006 −0, 010 −0, 020 −0, 029
−π/3 −0, 001 −0, 003 −0, 006 −0, 010 −0, 019 −0, 027
−π/6 −0, 001 −0, 004 −0, 006 −0, 009 −0, 014 −0, 017
0 −0, 001 −0, 004 −0, 007 −0, 008 −0, 002 −0, 002
π/6 −0, 001 −0, 004 −0, 004 −0, 002 −0, 009 −0, 014
π/3 −0, 001 −0, 004 −0, 007 −0, 013 −0, 021 −0, 023
π/2 −0, 002 −0, 009 −0, 015 −0, 019 −0, 024 −0, 025

100 −π/2 −0, 006 −0, 030 −0, 055 −0, 087 −0, 137 −0, 125
−π/3 −0, 007 −0, 032 −0, 054 −0, 082 −0, 128 −0, 104
−π/6 −0, 008 −0, 033 −0, 053 −0, 076 −0, 092 −0, 057
0 −0, 010 −0, 039 −0, 059 −0, 068 −0, 024 0, 001
π/6 −0, 012 −0, 037 −0, 034 −0, 025 −0, 056 −0, 047
π/3 −0, 012 −0, 037 −0, 064 −0, 097 −0, 119 −0, 084
π/2 −0, 018 −0, 082 −0, 119 −0, 143 −0, 134 −0, 091

101 −π/2 −0, 054 −0, 196 −0, 287 −0, 343 −0, 298 −0, 171
−π/3 −0, 060 −0, 200 −0, 266 −0, 300 −0, 246 −0, 127
−π/6 −0, 068 −0, 185 −0, 223 −0, 226 −0, 145 −0, 068
0 −0, 083 −0, 207 −0, 232 −0, 192 −0, 022 0, 013
π/6 −0, 094 −0, 192 −0, 156 −0, 110 −0, 101 −0, 063
π/3 −0, 097 −0, 196 −0, 245 −0, 270 −0, 207 −0, 118
π/2 −0, 140 −0, 374 −0, 404 −0, 370 −0, 233 −0, 128

102 −π/2 −0, 281 −0, 541 −0, 607 −0, 560 −0, 332 −0, 164
−π/3 −0, 297 −0, 465 −0, 444 −0, 388 −0, 241 −0, 128
−π/6 −0, 298 −0, 363 −0, 296 −0, 225 −0, 131 −0, 068
0 −0, 326 −0, 400 −0, 355 −0, 243 −0, 009 0, 017
π/6 −0, 340 −0, 349 −0, 246 −0, 161 −0, 115 −0, 067
π/3 −0, 337 −0, 338 −0, 345 −0, 332 −0, 227 −0, 126
π/2 −0, 451 −0, 585 −0, 536 −0, 443 −0, 254 −0, 137

103 −π/2 −0, 550 −0, 788 −0, 731 −0, 585 −0, 307 −0, 145
−π/3 −0, 517 −0, 462 −0, 410 −0, 359 −0, 234 −0, 127
−π/6 −0, 500 −0, 404 −0, 278 −0, 188 −0, 123 −0, 068
0 −0, 498 −0, 447 −0, 378 −0, 254 −0, 004 0, 018
π/6 −0, 476 −0, 385 −0, 263 −0, 169 −0, 118 −0, 067
π/3 −0, 444 −0, 369 −0, 364 −0, 342 −0, 230 −0, 127
π/2 −0, 572 −0, 625 −0, 559 −0, 454 −0, 257 −0, 138

∞ −π/2 −0, 618 −0, 644 −0, 568 −0, 457 −0, 257 −0, 139
−π/3 −0, 478 −0, 381 −0, 369 −0, 344 −0, 231 −0, 128
−π/6 −0, 502 −0, 389 −0, 264 −0, 171 −0, 119 −0, 068
0 −0, 512 −0, 441 −0, 376 −0, 255 −0, 003 0, 018
π/6 −0, 501 −0, 389 −0, 264 −0, 171 −0, 119 −0, 068
π/3 −0, 476 −0, 381 −0, 369 −0, 343 −0, 231 −0, 128
π/2 −0, 611 −0, 640 −0, 566 −0, 456 −0, 257 −0, 139
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Таблица 7. Значения напряжений σs в точках внешнего контура
Знач. θ, Значения (r0 − r1)/r1
Ha рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 100
10−2 0 0, 000 0, 001 0, 001 0, 001 0, 002 0, 002

π/6 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001 0, 002 0, 002
π/3 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001 0, 001 0, 001
π/2 0, 000 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001 0, 001
2π/3 0, 000 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001 0, 001
5π/6 0, 000 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001 0, 002
π 0, 000 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001 0, 002

10−1 0 0, 001 0, 005 0, 009 0, 013 0, 017 0, 017
π/6 0, 001 0, 005 0, 008 0, 011 0, 015 0, 015
π/3 0, 001 0, 004 0, 006 0, 008 0, 011 0, 011
π/2 0, 001 0, 003 0, 004 0, 006 0, 009 0, 010
2π/3 0, 000 0, 002 0, 004 0, 006 0, 010 0, 012
5π/6 0, 000 0, 002 0, 003 0, 006 0, 013 0, 015
π 0, 000 0, 001 0, 003 0, 005 0, 013 0, 017

100 0 0, 012 0, 047 0, 072 0, 093 0, 093 0, 066
π/6 0, 011 0, 043 0, 064 0, 080 0, 081 0, 058
π/3 0, 009 0, 033 0, 047 0, 057 0, 059 0, 043
π/2 0, 007 0, 025 0, 037 0, 047 0, 050 0, 036
2π/3 0, 005 0, 021 0, 034 0, 049 0, 059 0, 044
5π/6 0, 003 0, 015 0, 028 0, 046 0, 073 0, 060
π 0, 002 0, 011 0, 023 0, 042 0, 079 0, 070

101 0 0, 093 0, 216 0, 243 0, 238 0, 168 0, 096
π/6 0, 087 0, 201 0, 223 0, 215 0, 147 0, 084
π/3 0, 072 0, 162 0, 175 0, 164 0, 109 0, 062
π/2 0, 055 0, 128 0, 141 0, 136 0, 092 0, 052
2π/3 0, 040 0, 116 0, 144 0, 151 0, 109 0, 062
5π/6 0, 027 0, 098 0, 138 0, 163 0, 142 0, 084
π 0, 022 0, 082 0, 121 0, 157 0, 162 0, 101

102 0 0, 294 0, 334 0, 316 0, 283 0, 186 0, 103
π/6 0, 282 0, 320 0, 299 0, 261 0, 164 0, 090
π/3 0, 248 0, 279 0, 252 0, 211 0, 123 0, 067
π/2 0, 206 0, 241 0, 218 0, 181 0, 104 0, 055
2π/3 0, 174 0, 239 0, 232 0, 204 0, 123 0, 067
5π/6 0, 148 0, 250 0, 259 0, 241 0, 161 0, 090
π 0, 133 0, 229 0, 256 0, 260 0, 192 0, 107

103 0 0, 368 0, 346 0, 321 0, 287 0, 189 0, 104
π/6 0, 360 0, 335 0, 307 0, 267 0, 168 0, 091
π/3 0, 338 0, 304 0, 267 0, 220 0, 127 0, 068
π/2 0, 312 0, 280 0, 241 0, 194 0, 106 0, 056
2π/3 0, 296 0, 289 0, 259 0, 218 0, 126 0, 068
5π/6 0, 290 0, 313 0, 295 0, 261 0, 167 0, 091
π 0, 277 0, 323 0, 320 0, 294 0, 195 0, 105

∞ 0 0, 363 0, 342 0, 320 0, 287 0, 190 0, 105
π/6 0, 361 0, 333 0, 306 0, 267 0, 168 0, 092
π/3 0, 354 0, 308 0, 269 0, 222 0, 127 0, 068
π/2 0, 349 0, 292 0, 247 0, 197 0, 107 0, 056
2π/3 0, 353 0, 308 0, 269 0, 222 0, 127 0, 068
5π/6 0, 360 0, 333 0, 306 0, 267 0, 168 0, 092
π 0, 362 0, 342 0, 320 0, 287 0, 190 0, 105
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Таблица 8. Значения напряжений σs в точках внешнего контура
Знач. θ, Значения (r0 − r1)/r1
Ha рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 100
10−2 −π/2 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001

−π/3 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001
−π/6 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 001 0, 002
0 0, 000 0, 000 0, 001 0, 001 0, 002 0, 002
π/6 0, 000 0, 001 0, 001 0, 001 0, 002 0, 002
π/3 0, 000 0, 001 0, 001 0, 001 0, 001 0, 001
π/2 0, 000 0, 001 0, 001 0, 001 0, 001 0, 001

10−1 −π/2 0, 000 0, 000 0, 000 0, 002 0, 006 0, 007
−π/3 0, 000 0, 000 0, 001 0, 002 0, 007 0, 008
−π/6 0, 000 0, 001 0, 002 0, 005 0, 011 0, 012
0 0, 001 0, 003 0, 006 0, 009 0, 014 0, 015
π/6 0, 001 0, 005 0, 008 0, 012 0, 015 0, 013
π/3 0, 001 0, 006 0, 009 0, 012 0, 012 0, 010
π/2 0, 002 0, 006 0, 009 0, 011 0, 010 0, 008

100 −π/2 −0, 002 −0, 003 0, 001 0, 011 0, 028 0, 026
−π/3 −0, 001 0, 000 0, 004 0, 015 0, 036 0, 036
−π/6 0, 002 0, 011 0, 020 0, 033 0, 056 0, 052
0 0, 007 0, 029 0, 046 0, 062 0, 075 0, 061
π/6 0, 011 0, 045 0, 067 0, 082 0, 075 0, 054
π/3 0, 014 0, 052 0, 072 0, 079 0, 060 0, 040
π/2 0, 015 0, 052 0, 069 0, 074 0, 050 0, 033

101 −π/2 −0, 011 0, 007 0, 032 0, 054 0, 060 0, 043
−π/3 −0, 003 0, 016 0, 039 0, 065 0, 082 0, 059
−π/6 0, 021 0, 065 0, 090 0, 114 0, 122 0, 081
0 0, 055 0, 137 0, 166 0, 179 0, 150 0, 094
π/6 0, 087 0, 195 0, 215 0, 207 0, 142 0, 083
π/3 0, 109 0, 221 0, 224 0, 193 0, 111 0, 061
π/2 0, 116 0, 224 0, 219 0, 180 0, 094 0, 051

102 −π/2 0, 022 0, 108 0, 125 0, 122 0, 085 0, 051
−π/3 0, 040 0, 113 0, 141 0, 152 0, 115 0, 066
−π/6 0, 102 0, 183 0, 206 0, 208 0, 155 0, 089
0 0, 187 0, 254 0, 263 0, 253 0, 180 0, 102
π/6 0, 266 0, 303 0, 286 0, 254 0, 163 0, 090
π/3 0, 320 0, 321 0, 277 0, 222 0, 124 0, 067
π/2 0, 337 0, 320 0, 265 0, 203 0, 105 0, 055

103 −π/2 0, 165 0, 205 0, 190 0, 163 0, 097 0, 055
−π/3 0, 176 0, 230 0, 227 0, 203 0, 124 0, 068
−π/6 0, 227 0, 278 0, 275 0, 251 0, 165 0, 091
0 0, 289 0, 312 0, 303 0, 278 0, 188 0, 104
π/6 0, 344 0, 327 0, 302 0, 264 0, 167 0, 091
π/3 0, 381 0, 321 0, 275 0, 223 0, 127 0, 068
π/2 0, 391 0, 311 0, 256 0, 200 0, 107 0, 056

∞ −π/2 0, 347 0, 291 0, 247 0, 197 0, 107 0, 056
−π/3 0, 352 0, 308 0, 269 0, 222 0, 127 0, 068
−π/6 0, 359 0, 333 0, 306 0, 267 0, 168 0, 092
0 0, 362 0, 341 0, 320 0, 287 0, 190 0, 105
π/6 0, 360 0, 333 0, 306 0, 267 0, 168 0, 092
π/3 0, 354 0, 308 0, 269 0, 222 0, 127 0, 068
π/2 0, 350 0, 292 0, 247 0, 197 0, 107 0, 056
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Термоэлектромагнитоупругое состояние конечной пластинки из пьезоматериала

Во всех таблицах случай Ha = ∞ соответствует варианту, когда на контурах
пластинки задана температура, равная температуре внешней среды.

Выводы. Из данных таблиц и других полученных результатов следует, что
коэффициент теплообмена с внешней средой и его распределение по контурам
пластинок оказывает очень сильное влияние на значения основных характери-
стик термоэлекромагнитоупругого состояния в пластинке. Заметим, что для
вышеуказанных распределений коэффициента теплообмена часть контура от-
верстия плохо поддерживает теплообмен (практически теплоизолирована) при
любых значениях параметра Ha.

При значениях Ha < 0, 01 контуры пластинки можно считать практически
теплоизолированными, поэтому в пластинке устанавливается близкое к одно-
родному температурное поле, вследствие этого возникающие в неподкреплён-
ной пластинке температурные напряжения довольно малы. Рост значений Ha
приводит к возрастанию концентрации температурных напряжений, особенно
вблизи контура отверстия. При значениях Ha > 1000 теплоизолированная зона
оказывается достаточно малой, чтобы оказывать существенное влияние на тер-
моэлектромагнитоупругое пластинки, и можно полагать, что на контурах пла-
стинки задана температура, равная температуре внешней среды. В этом случае
для проведения численных расчетов можно перейти к более простой постановке
граничных условий – для случая заданных значений температуры на контуре [7].

Напряжения по контуру достигают наибольших (по модулю) значений в зо-
нах, соответствующих более высоким значениям коэффициента теплообмена.

Толщина кольца также оказывает заметное влияние на распределение на-
пряжений в пластинке. Так, увеличение толщины кольца приводит к росту кон-
центрации напряжений около отверстия. А вблизи внешнего контура значения
напряжений увеличиваются с ростом величины (r0 − r1)/r1, если Ha < 1; убы-
вают, если Ha > 1000; становятся максимальными (по модулю) при значениях
(r0 − r1)/r1 от 0, 5 до 2, если 1 ≤ Ha ≤ 1000.

Исследованиями показано, что, в случае пренебрежения электромагнитны-
ми свойствами материала пластинки, происходит существенное искажение зна-
чений напряжений, и поэтому при проведении расчетов следует учитывать все
свойства материала.
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The thermo-electro-magneto-elastic state of the finite multiply connected piezoelectric
plate in conditions of the non-uniform convective heat transfer under temperature
difference action.

A solution is presented for the problem of temperature difference acting in the finite multiply
connected piezoelectric plate, when a non-uniform convective heat transfer with external environ-
ment occurs on its contours. The solution was obtained with using the conformal mappings, the
functions of complex variable and the least squares. The effect of plates’s geometric features, the
thermal, mechanical, and electromagnetic properties of its material, and the distribution of heat
transfer coefficient along the plate’s contours on the values of stresses in the plate was brought out
with the numerical studies.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ
ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОЙ ТОНКОЙ ПЛИТЫ

С использованием комплексных потенциалов и метода рядов дано точное аналитическое ре-
шение задачи об изгибе пьезоплиты с эллиптическим или линейным включением. Описаны ре-
зультаты численных исследований для бесконечной плиты с круговым или линейным включе-
нием. Исследованы закономерности изменения изгибающих моментов и коэффициентов интен-
сивности моментов для концов линейных включений в зависимости от физико-механических
свойств материалов плиты и включения. Установлено, что влияние учета пьезосвойств мате-
риала на значения изгибающих моментов в плите является весьма существенным и им при
исследовании напряженно-деформированного состояния плиты нельзя пренебрегать.
Ключевые слова: пьезоплита, пьезовключения, комплексные потенциалы, изгибающие
моменты, коэффициенты интенсивности моментов.

Введение. Многие элементы конструкций различного научно-технического
назначения изготавливаются из материалов, обладающих пьезоэлектрическими
свойствами [1–7]. Зачастую такие элементы представляют собой тонкие пла-
стины – плиты, имеющие отверстия, трещины, инородные включения и под-
верженные изгибным деформациям. При различных механических и электро-
магнитных воздействиях в таких элементах возникают высокие концентрации
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моментов (напряжений), что необходимо учитывать при их проектировании и
эксплуатации.

При решении задач по определению напряженно-деформированного состо-
яния указанных многосвязных тел наиболее достоверные результаты дает ис-
пользование комплексных потенциалов. Для задач изгиба тонких электромаг-
нитоупругих плит эти потенциалы были введены в статье [8], а затем широко
использованы при решении различных задач для конечных и бесконечных од-
нородных многосвязных плит [9, 10].

В данной работе с использованием комплексных потенциалов получено точ-
ное аналитическое решение задачи электромагнитоупругости (ЭМУ) об изгибе
бесконечной кусочно-однородной пьезоплиты с эллиптическим (в частном слу-
чае линейным) включением из другого пьезоматериала. При этом комплексные
потенциалы для плиты представлены рядами Лорана, для включения – рядами
по полиномам Фабера. Показано, что эти ряды содержат по одному члену. Для
определения коэффициентов этих членов рядов получена система линейных ал-
гебраических уравнений. Рассмотрены частные случаи общего решения задачи
применительно к моделям электроупругости (ЭУ), магнитоупругости (МУ) или
теории упругости (ТУ), когда не учитываются соответственно магнитные, элек-
трические или и те и другие свойства. Описаны результаты численных иссле-
дований с установлением закономерностей влияния на электромагнитоупругое
состояние (ЭМУС) плиты геометрических характеристик включения и механи-
коэлектромагнитных свойств материалов плиты и включения.

1. Постановка и метод решения задачи.
Рассмотрим бесконечную электромагнитоупругую

Рис. 1.

тонкую плиту, имеющую эллиптическое отверстие
с контуром L1 и полуосями a1, b1, в которое без
предварительной деформации вложено включение
из другого пьезоматериала (рис. 1), находящееся
с плитой в условиях идеального электромагнито-
упругого контакта.

Обозначим внешность контура L1 через S, внут-
ренность – через S(1). Введем систему координат Oxy с началом в центре эл-
липса и осью Ox вдоль полуоси a1. Тогда параметрическое уравнение эллипса
имеют вид

x = a1 cos θ, y = b1 sin θ, (1)

где θ ∈ [0, 2π]. На бесконечности плита находится под действием механических
моментов M∞

x , M∞
y , H∞

xy и моментов индукций (векторов индукций) M∞
dx , M∞

dy ,
M∞

bx , M∞
by , или под действием тех же механических моментов и моментов напря-

женностей (векторов напряженностей) H∞
dx, H

∞
dy , H

∞
bx , H∞

by .
Решение задачи об ЭМУС плиты и включения будем проводить с использо-

ванием комплексных потенциалов изгиба тонких электромагнитоупругих плит.
Тогда это решение сводится к нахождению из соответствующих граничных усло-
вий по контуру L1 комплексных потенциалов W ′

k(zk)
(
k = 1, 4

)
для бесконеч-
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Решение задачи об изгибе кусочно-однородной электромагнитоупругой тонкой плиты

ной односвязной плиты с областью S и комплексных потенциалов W
′(1)
k (z

(1)
k )(

k = 1, 4
)

для конечной плиты с областью S(1) [8, 11].
Комплексные потенциалы W ′

k(zk) являются функциями обобщенных ком-
плексных переменных

zk = x+ µky, (2)

где µk – корни характеристического уравнения∣∣∣∣∣∣
l4s (µ) l3g (µ) l3p (µ)
l3g (µ) l2β (µ) l2ν (µ)
l3p (µ) l2ν (µ) l2χ (µ)

∣∣∣∣∣∣ = 0; (3)

lij (µ) – полиномы вида

l4s (µ) = −
(
D22µ

4 + 4D26µ
3 + 2 (D12 + 2D66)µ

2 + 4D66µ+D11

)
,

l3g (µ) = Cg22µ
3 + (Cg12 + 2Cg26)µ

2 + (Cg21 + 2Cg16)µ+ Cg11,

l3p (µ) = Cp22µ
3 + (Cp12 + 2Cp26)µ

2 + (Cp21 + 2Cp16)µ+ Cp11,

l2β (µ) = Cβ22µ
2 + 2Cβ12µ+ Cβ11,

l2ν (µ) = Cν22µ
2 + 2Cν12µ+ Cν11,

l2χ (µ) = Cχ22µ
2 + 2Cχ12µ+ Cχ11; (4)

Dij = bijD0 – упругие жесткости плиты; Cgij = cgijD0, Cpij = cpijD0, Cβij =
cβijD0, Cνij = cνijD0, Cχij = cχijD0 – электромагнитные жесткости плиты; D0 =
2
3 h

3; h – полутолщина плиты; bij , cgij , cpij , cβij , cνij , cχij – элементы обратной
матрицы 

b11 b12 b16 cg11 cg21 cp11 cp21
b12 b22 b26 cg12 cg22 cp12 cp22
b16 b26 b66 cg16 cg26 cp16 cp26

−cg11 −cg12 −cg16 cβ11 cβ12 cν11 cν12
−cg21 −cg22 −cg26 cβ12 cβ22 cν12 cν22
−cp11 −cp12 −cp16 cν11 cν12 cχ11 cχ12
−cp21 −cp22 −cp26 cν12 cν22 cχ12 cχ22


=

=



s11 s12 s16 g11 g21 p11 p21
s12 s22 s26 g12 g22 p12 p22
s16 s26 s66 g16 g26 p16 p26
−g11 −g12 −g16 β11 β12 ν11 ν12
−g21 −g22 −g26 β12 β22 ν12 ν22
−p11 −p12 −p16 ν11 ν12 χ11 χ12

−p21 −p22 −p26 ν12 ν22 χ12 χ22



−1

; (5)
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sij – коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянных ин-
дукциях электрического и магнитного полей; gij и pij– пьезоэлектрические и
пьезомагнитные модули деформации и напряженностей, измеренные при посто-
янных напряжениях и индукциях; βij , νij и χij – коэффициенты диэлектриче-
ской, магнитной и электромагнитной восприимчивостей, измеренные при посто-
янных напряжениях [8, 11].

Комплексные потенциалы W
′(1)
k (z

(1)
k )

(
k = 1, 4

)
для включения являются

функциями обобщенных комплексных переменных

z
(1)
k = x+ µ

(1)
k y, (6)

в которых µ(1)k – корни характеристического уравнения, получаемого из уравне-
ния (3) заменой всех постоянных на аналогичные постоянные материала вклю-
чения, обозначаемые с индексом (1) вверху.

Комплексные потенциалы электромагнитоупругости W
′
k (zk) определены в

областях Sk, получаемых из области S аффинными преобразованиями (2) и
ограниченных контурами Lk1, соответствующими контуру L1 при этих преобра-
зованиях, и, исходя из общих их представлений [8, 11], в данном случае имеют
вид

W ′
k (zk) = Γkzk + W ′

k0 (zk) , (7)

где Γk – постоянные, определяемые из решения системы линейных уравнений

2Re

4∑
k=1

(
pk, qk, rk, dxk, dyk, bxk, byk,

1

µk

)
Γk =

=
(
−M∞

x , −M∞
y , −H∞

xy, −M∞
dx , −M∞

dy , −M∞
bx , −M∞

by , 0
)
, (8)

pk = D11 + 2D16µk +D12µ
2
k − (Cg11 + Cg21µk) νk − (Cp11 + Cp21µk) ρk,

qk = D12 + 2D26µk +D22µ
2
k − (Cg12 + Cg22µk) νk − (Cp11 + Cp22µk) ρk,

rk = D16 + 2D66µk +D26µ
2
k − (Cg16 + Cg26µk) νk − (Cp16 + Cp26µk) ρk,

dxk = Cg11 + 2Cg16µk + Cg12µ
2
k − (Cβ11 + Cβ12µk) νk − (Cν11 + Cν12µk) ρk,

dyk = Cg21 + 2Cg26µk + Cg22µ
2
k − (Cβ12 + Cβ22µk) νk − (Cν12 + Cν22µk) ρk,

bxk = Cp11 + 2Cp16µk + Cp12µ
2
k − (Cν11 + Cν12µk) νk − (Cχ11 + Cχ12µk) ρk,

byk = Cp21 + 2Cp26µk + Cp22µ
2
k − (Cν12 + Cν22µk) νk − (Cχ12 + Cχ22µk) ρk;

W ′
k0 (zk) – функции, голоморфные в областях Sk вне контуров Lk1, включая бес-

конечно удаленную точку. Если использовать конформные отображения внеш-
ностей единичных кругов |ζk1| ≥ 1 на внешности контуров Lk1 [12]

zk = Rk1

(
ζk1 +

mk1

ζk1

)
, (9)
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Rk1 =
a1 + iµkb1

2
, mk1 =

a1 − iµkb1
a1 + iµkb1

,

то функции W ′
k0 (zk), голоморфные вне контуров Lk1, в областях переменных

ζk1 будут голоморфными вне единичных кругов |ζk1| ≥ 1 и их можно разло-
жить в ряды Лорана по отрицательным степеням. При этом для комплексных
потенциалов получаются выражения

W ′
k (zk) = Γkzk +

∞∑
n=0

ak1n
ζnk1

, (10)

ak1n – неизвестные коэффициенты.
Функции W ′(1)

k

(
z
(1)
k

)
голоморфны в конечных областях S(1)

k , получаемых из

области S(1) аффинными преобразованиями (6), и их можно представить рядами
по полиномам Фабера для этих областей

W
′(1)
k

(
z
(1)
k

)
=

∞∑
n=0

a
(1)
kn P

(1)
kn

(
z
(1)
k

)
, (11)

где P (1)
kn

(
z
(1)
k

)
– полиномы Фабера для эллипса L(1)

k , имеющие вид [13]

P
(1)
k0 = 1, P

(1)
kn =

(
ζ
(1)
k

)n
+

(
m

(1)
k

)n(
ζ
(1)
k

)n ;

ζ
(1)
k – переменные, получаемые из конформных отображений внешностей еди-

ничных кругов
∣∣∣ζ(1)k

∣∣∣ ≥ 1 на внешности контуров L(1)
k по формулам, аналогичным

(9) для эллипсов L(1)
k :

z
(1)
k = R

(1)
k

(
ζ
(1)
k +

m
(1)
k

ζ
(1)
k

)
, (12)

R
(1)
k =

a1 + i µ
(1)
k b1

2
, m

(1)
k =

a1 − i µ
(1)
k b1

a1 + i µ
(1)
k b1

;

a
(1)
kn – неизвестные постоянные.

Постоянные ak1n и a(1)kn определяются из граничных условий на контуре L1.
На контуре L1 контакта бесконечной плиты и включения имеют место гра-

ничные условия [8, 11]

2Re

4∑
k=1

(
gik1W

′
k (zk)− g

(1)
ik W

′(1)
k

(
z
(1)
k

))
= fi1 (t) (i = 1, 8), (13)
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в которых
g1k1 =

pk
µk
, g2k1 = qk, g3k1 = 1, g4k1 = µk,

g5k1 = dyk, g6k1 = byk, g7k1 = νk, g8k1 = ρk,

g
(1)
1k =

p
(1)
k

µ
(1)
k

, g
(1)
2k = q

(1)
k , g

(1)
3k = 1, g

(1)
4k = µ

(1)
k ,

g
(1)
5k = d

(1)
yk , g

(1)
6k = b

(1)
yk , g

(l)
7k1 = ν

(1)
k , g

(1)
7k1 = ρ

(1)
k ; (14)

f11 = −c1x+ c11, f12 = c1y + c12, f13 = f14 = 0,

f15 = c15, f16 = c16, f17 = c17, f18 = c18; (15)

c1 – вещественные постоянные, c1j – комплексные постоянные.
Подставляя функции (10) и (11) в граничные условия (13) и учитывая, что

на контуре контакта бесконечной плиты и включения ζk1 = ζ
(1)
k1 = σ, а также,

применяя метод рядов, получим, что ak1n = a
(1)
kn = 0 при n ≥ 2, а для определе-

ния ak11 записывается система алгебраических уравнений

4∑
k=1

[(
pk
µk
, qk, 1, µk, dyk, byk, νk, ρk

)
ak11−

−

(
p
(1)
k

µ
(1)
k

, q
(1)
k , 1, µ

(1)
k , d

(1)
yk , b

(1)
yk , ν

(1)
k , ρ

(1)
k

)
R

(1)
k m

(1)
k a

(1)
k1 −

−

 p
(1)
k

µ
(1)
k

, q
(1)
k , 1, µ

(1)
k , d

(1)
yk , b

(1)
yk , ν

(1)
k , ρ

(1)
k

 R
(1)
k a

(1)
k1

 =

= −
4∑

k=1

[(
pk
µk
, qk, 1, µk, dyk, byk, νk, ρk

)
Rk1mk1Γk+

+

(
pk
µk
, qk, 1, µk, dyk, byk, νk, ρk

)
Rk1Γk

]
. (16)

Тогда функции (10) и (11) соответственно примут вид

W ′
k(zk) =k zk +

ak11
ζk1

, W
′(1)
k (z

(1)
k ) = a

(1)
k1 P

(1)
k1 =

a
(1)
k1

R
(1)
k

z
(1)
k . (17)

Если включение отсутствует, то W ′(1)
k (zk) имеет вид (10), W ′(1)

k

(
z
(1)
k

)
= 0, а

для определения коэффициентов ak11 получается система

4∑
k=1

(
pk
µk
, qk, dyk, byk

)
ak11 =
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= −
4∑

k=1

[(
pk
µk
, qk, dyk, byk

)
Rk1mk1Γk +

(
pk
µk
, qk, dyk, byk

)
Rk1Γk

]
(18)

в случае неподкрепленного отверстия, или система

4∑
k=1

(1, µk, νk, ρk) ak11 =

= −
4∑

k=1

[
( 1, µk, νk, ρk)Rk1mk1Γk + (1, µk, νk, ρk)Rk1Γk

]
(19)

в случае жестко подкрепленного отверстия.
По известным функциям можно в любых точках бесконечной плиты и вклю-

чения вычислить основные характеристики ЭМУС (механические изгибающие и
крутящий моменты, моменты индукций электрического и магнитного полей, пе-
ререзывающие силы) [8, 11]. Если эллипс L1 является прямолинейным разрезом-
трещиной, то будем иметь задачу для линейного пьезовключения в плите, и
можно найти коэффициенты интенсивности моментов (КИМ) k±1M и k±2M по из-
вестным формулам [14]

k±1M = 2Re

4∑
k=1

qkMk, k±2M = 2Re

4∑
k=1

rkMk,

в которых

Mk =

√
al

2Rk
ak1.

Как частные случаи из приведенных решений задач ЭМУ следуют решения
задач ЭУ, МУ и ТУ. При проведении численных исследований решения всех этих
задач можно получить по программе решения задачи ЭМУ, проводя вычисления
для модельного материала с постоянными g′ij = λggij , p′ij = λppij , ν ′ij = λgpνij ,
причем их нужно принять такими: λg = λp = λgp = 1 для задач ЭМУ; λg = 1,
λp = λgp ≤ 10−3 для задач ЭУ; λp = 1, λg = λgp ≤ 10−3 для задач МУ; λp = λg =
λgp ≤ 10−3 для задач ТУ.

2. Результаты численных исследований. Были проведены численные
исследования для плит из материалов: 1) композит на основеBaTiO3−CoFe2O4

(материал М1) [15, 16]; 2) композит, упругие, пьезоэлектрические и электриче-
ские постоянные которого соответствуют селениду кадмия CdSe, а пьезомаг-
нитные и магнитные – BaTiO3 (материал М2) [17]. При проведении расчетов
свойства материала каждого включения связывалось со свойствами материа-
ла бесконечной плиты соотношениями s

(l)
ij = λ

(l)
s sij , g

(l)
ij = λ

(l)
g gij , p

(l)
ij = λ

(l)
p pij ,

ν
(l)
ij = λ

(l)
gpνij , где λ(l)s , λ(l)g , λ(l)p , λ(l)gp – параметры, связывающие соответствую-

щие характеристики материалов бесконечной плиты в области S и включения
в области S(l).
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В таблице 1 для изгиба моментами M∞
y = my бесконечной электромагни-

тоупругой плиты из близкого к изотропному по упругим свойствам материала
М1 и существенно анизотропного по упругим свойствам («степень анизотро-
пии» характеризуется отличием отношения s11/s22 от единицы) материала М2
с одним круговым включением радиуса a1 (b1 = a1) в зависимости от пара-
метра механической жесткости включения λ(1)s и центрального угла контура θ,
отсчитываемого от направления оси Ox против часовой стрелки, с точностью
до множителя my приведены значения изгибающих моментов Ms в точках кон-
тура L1 бесконечной плиты на площадках, перпендикулярных к контуру для
случаев, когда электромагнитные свойства включения такие же, как у плиты
(λ(1)g = λ

(1)
p = λ

(1)
gp = 1), и когда включение не обладает пьезосвойствами

(λ(1)g = λ
(1)
p = λ

(1)
gp = 0). Значения λ(1)s , равные 0 и ∞, соответствуют случаям

плиты с абсолютно жестким и абсолютно мягким включением (отверстием). На
рисунке 2 для некоторых значений λ

(1)
s при λ

(1)
g = λ

(1)
p = λ

(1)
gp = 0 изображе-

ны графики распределения Ms в плите по контуру L1. В таблице 2 приведены
аналогичные данным таблицы 1 результаты для задачи ТУ.

Из данных таблицы 1, таблицы 2 и рисунка 2 видно, что:
1) с увеличением значений параметра λ(1)s (уменьшением модулей упругости

материала включения E(1)
j ) значения изгибающих моментов Ms вблизи горизон-

тального диаметра включения (которому в таблицах соответствует θ = 0) резко
растут с переходом от отрицательных значений к положительным; при этом
особенно резкие изменения наблюдаются в случае, когда жесткость включения
больше жесткости плиты (λ(1)s < 1) и включение не обладает пьезосвойствами;
вблизи вертикального диаметра (для которого θ = π/2) наблюдается уменьше-
ние моментов, но менее значительное;

2) значения изгибающих моментов в плите из материала М2 значительно
больше, чем в плите из «близкого к изотропному» материалу М1;

3) на изгибающие моменты в плите значительно влияют пъезосвойства ма-
териала включения.

Как показывают исследования, с уменьшением отношения b1/a1 значения
моментов Ms в окрестности конца полуоси эллипса b1 несколько уменьшаются
и резко растут в окрестности конца полуоси a1, стремясь к бесконечности, и при
b1/a1 ≤ 10−3 можно говорить о КИМ для концов линейного включения.

В таблице 3 в зависимости от параметра механической жесткости линейного
включения λ(1)s даны значения КИМ k±1 момента (в данном случае k±2 = 0) для
концов упругого линейного включения (для которого λ

(1)
g = λ

(1)
p = λ

(1)
gp = 0).

Значения λ(1)s , равные 0 и ∞, относятся к случаям абсолютно жесткого включе-
ния и трещины в плите.

Как видно из таблицы 3, для плиты из «близкого к изотропному» материала
М1 КИМ для задач ЭМУ и ТУ совпадает, а для материала с существенной ани-
зотропией М2 КИМ в задачах ЭМУ и ТУ отличаются, правда незначительно.
Но если учитывать, что КИМ в выражениях моментов является коэффициен-
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Таблица 1. Значения Ms/my

в точках контакта пьезоплиты с круговым включением в зависимости от λ(1)
s

Материал λ
(1)
s

θ, рад.
0 π/12 π/6 π/3 π/2 0 π/12 π/6 π/3 π/2

при λ(1)g = λ
(1)
p = λ

(1)
gp = 1 при λ(1)g = λ

(1)
p = λ

(1)
gp = 0

М1 0 -0,149 -0,078 0,139 0,737 0,935 -0,772 -0,645 -0,266 0,797 1,208
10−3 -0,144 -0,074 0,141 0,734 0,929 -0,763 -0,637 -0,261 0,792 1,200
10−2 -0,104 -0,039 0,160 0,707 0,884 -0,683 -0,566 -0,218 0,756 1,129
10−1 0,198 0,222 0,303 0,521 0,559 -0,132 -0,081 0,078 0,519 0,663
0,5 0,741 0,700 0,590 0,281 0,104 0,678 0,641 0,543 0,269 0,110
1 1,000 0,933 0,750 0,250 0,000 1,000 0,933 0,750 0,250 0,000

1,5 1,144 1,065 0,848 0,264 -0,015 1,165 1,085 0,865 0,271 -0,015
2 1,240 1,154 0,918 0,286 -0,008 1,271 1,183 0,942 0,296 -0,008
3 1,366 1,271 1,012 0,329 0,020 1,403 1,306 1,042 0,340 0,017
10 1,638 1,527 1,227 0,462 0,136 1,671 1,560 1,256 0,467 0,120
103 1,804 1,686 1,365 0,564 0,235 1,843 1,723 1,398 0,569 0,214
104 1,826 1,707 1,384 0,578 0,249 1,844 1,725 1,400 0,570 0,215
∞ 1,827 1,707 1,384 0,578 0,249 1,845 1,725 1,400 0,570 0,215

М2 0 -0,285 -0,240 0,009 0,975 0,858 -0,748 -0,711 -0,400 0,959 0,987
10−3 -0,279 -0,234 0,013 0,971 0,852 -0,739 -0,703 -0,394 0,955 0,980
10−2 -0,228 -0,187 0,044 0,933 0,803 -0,664 -0,632 -0,344 0,914 0,922
10−1 0,134 0,148 0,263 0,678 0,474 -0,150 -0,143 0,002 0,648 0,541
0,5 0,722 0,687 0,603 0,339 0,070 0,647 0,606 0,526 0,323 0,088
1 1,000 0,933 0,750 0,250 0,000 1,000 0,933 0,750 0,250 0,000

1,5 1,165 1,076 0,832 0,225 0,006 1,198 1,114 0,872 0,234 -0,009
2 1,283 1,178 0,888 0,217 0,029 1,332 1,236 0,954 0,233 -0,001
3 1,449 1,319 0,964 0,219 0,081 1,509 1,397 1,060 0,241 0,026
10 1,873 1,677 1,152 0,262 0,283 1,903 1,751 1,293 0,287 0,131
103 2,236 1,980 1,307 0,323 0,496 2,180 1,999 1,455 0,336 0,230
104 2,240 1,983 1,309 0,324 0,499 2,183 2,002 1,457 0,336 0,231
∞ 2,241 1,984 1,310 0,324 0,499 2,184 2,003 1,457 0,336 0,231

том сингулярности при 1√
r
, где r – расстояние от точки в области до вершины

трещины, то понятно, что при малых r даже небольшое отличие КИМ говорит о
существенном отличии значений моментов Ms в задачах ЭМУ и ТУ, т. е. о необ-
ходимости решения задачи ЭМУ с учетом пьезосвойств материала. Из таблицы 3
также видно, что, если механическая жесткость включения меньше жесткости
плиты (λ(1)s > 1), то КИМ положителен, и в плите при положительных толщин-
ных координатах z напряжения положительны и возникают деформации растя-
жения; если же механическая жесткость включения меньше жесткости плиты
(λ(1)s < 1), то КИМ отрицателен, и при положительных толщинных координатах
z напряжения в плите отрицательны и возникают деформации сжатия.
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Таблица 2. Значения Ms/my в точках контакта
упругой плиты с круговым включением в зависимости от параметра λ(1)

s

λ
(1)
s

θ, рад.
0 π/12 π/6 π/3 π/2 0 π/12 π/6 π/3 π/2

Материал М1 Материал М2
0 -0,757 -0,633 -0,262 0,784 1,209 -0,849 -0,663 -0,218 0,680 1,028

0,001 -0,748 -0,624 -0,257 0,780 1,201 -0,839 -0,654 -0,214 0,676 1,021
0,01 -0,668 -0,554 -0,215 0,744 1,130 -0,753 -0,581 -0,173 0,645 0,959
0,1 -0,122 -0,072 0,081 0,511 0,663 -0,170 -0,086 0,107 0,447 0,559
0,5 0,682 0,644 0,543 0,266 0,110 0,669 0,639 0,546 0,253 0,094
1 1,000 0,933 0,750 0,250 0,000 1,000 0,933 0,750 0,250 0,000

1,5 1,163 1,083 0,865 0,272 -0,015 1,170 1,088 0,866 0,275 -0,015
2 1,268 1,181 0,942 0,298 -0,008 1,280 1,189 0,945 0,302 -0,013
3 1,398 1,303 1,041 0,343 0,017 1,417 1,316 1,049 0,347 0,004
10 1,663 1,554 1,255 0,472 0,120 1,695 1,580 1,272 0,469 0,078
100 1,815 1,699 1,382 0,564 0,203 1,855 1,732 1,406 0,554 0,138
1000 1,833 1,716 1,397 0,575 0,214 1,874 1,75 1,422 0,564 0,145
∞ 1,835 1,717 1,399 0,577 0,215 1,876 1,752 1,424 0,565 0,146

Рис. 2. Графики распределения моментов Ms в бесконечной плите около контура L1 с
круговым включением для некоторых значений параметра λ(1)

s
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Таблица 3. Значения КИМ k±1 в зависимости от параметра λ(1)
s

Материал Задача
λ
(1)
s

0 0,001 0,01 0,1 10 100 1000 ∞

М1
ЭМУ -0,503 -0,156 -0,022 -0,003 0,010 0,095 0,514 1
ТУ -0,505 -0,156 -0,022 -0,003 0,010 0,095 0,514 1

М2
ЭМУ -0,530 -0,156 -0,022 -0,003 0,008 0,079 0,464 1
ТУ -0,539 -0,153 -0,021 -0,003 0,009 0,090 0,500 1

Заключение. Таким образом, с использованием комплексных потенциалов
теории изгиба тонких электромагнитоупругих плит [8, 11] решена задача об из-
гибе бесконечной пьезоплиты с эллиптическим пьезовключением. При этом, с
помощью конформных отображений, разложений голоморфных функций в ря-
ды Лорана и по полиномам Фабера, и удовлетворения граничным условиям на
контуре контакта плиты и включения методом рядов, задача сведена к решению
системы линейных алгебраических уравнений 8-го порядка. Для плиты с круго-
вым или линейным включениями проведены численные исследования, с помо-
щью которых установлены закономерности изменения ЭМУС в зависимости от
геометрических характеристик и физико-механических постоянных материалов
плиты и включения. Для случаев абсолютно мягкого включения (при λ(1)s = ∞)
и абсолютно жесткого включения (приλ(1)s = 0) полученные результаты совпа-
дают с известными из решения задачи для плиты с отверстием со свободным
или жестко подкрепленным контуром.
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Solving the problem of bending a piecewise homogeneous electro-magneto-elastic thin
plate.

Using complex potentials and the series method, an accurate analytical solution to the problem
of bending piezoplites with elliptical or linear inclusion is given. The results of numerical studies
for an infinite plate with circular or linear inclusion are described. The patterns of variation of
bending moments and moment intensity coefficients for the ends of linear inclusions are investigated
depending on the physical and mechanical properties of the plate and inclusion materials. It has
been established that the influence of taking into account the piezoelectric properties of the material
on the values of bending moments in the plate is great and cannot be ignored when studying the
stress-strain state of the plate.
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НЕОДНОРОДНОСТЬЮ

Предложен и реализован численно-аналитический алгоритм интегрирования обыкновенного
дифференциального уравнения с переменными коэффициентами относительно амплитудной
составляющей сдвиговой упругой волны в трансверсально-изотропном полупространстве с
локализованной приповерхностной неоднородностью, каждый из физико-механических
параметров которого характеризуется своей, отличающейся от остальных, двойной
экспоненциальной функцией изменения по поперечной координате. Результаты исследования
являются основой для получения дисперсионных уравнений, описывающих распространение
обобщенных поверхностных волн Лява в волноводных структурах, включающих
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экспоненциальные функции, сдвиговые упругие волны, амплитудные волновые

1Глухов Антон Александрович – аспирант каф. теории упругости и вычислительной мате-
матики им. акад. А.С. Космодамианского ф-та матем. и информ. технологий ДонГУ, Донецк,
e-mail: antonglukhov2012@yandex.com.

Glukhov Anton Alexandrovich – Postgraduate, Donetsk State University, Donetsk, Faculty
of Mathematics and Information Technologies, Chair of Theory of Elasticity and Computational
Mathematics named after Academician A.S. Kosmodamiansky.

2Пачева Марина Николаевна – канд. физ.-мат. наук, доцент каф. теории упругости и
вычислительной математики имени акад. А.С. Космодамианского ф-та матем. и информ. тех-
нологий ДонГУ, Донецк, e-mail: pacheva.m.n@mail.ru.

Pacheva Marina Nikolaevna – Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Associate
Professor, Donetsk State University, Donetsk, Faculty of Mathematics and Information
Technologies, Chair of Theory of Elasticity and Computational Mathematics named after
Academician A.S. Kosmodamiansky.

3Сторожев Валерий Иванович – доктор техн. наук, проф., гл. науч. сотр. НИЧ ДонГУ,
Донецк, e-mail: stvistvi@mail.ru.

Storozhev Valeriy Ivanovich – Doctor of Technical Sciences, Professor, Chief Researcher,
Donetsk State University, Donetsk, Research Department.

4Сторожев Сергей Валериевич – доктор техн. наук, проф. каф. специализированных
информационных технологий и систем строительного ф-та ДонНАСА, Макеевка, e-mail:
s.v.storozhev@donnasa.ru.

Storozhev Sergey Valerievich – Doctor of Technical Sciences, Professor, Donbas National
Academy of Civil Engineering and Architecture, Makeevka, Faculty of Civil Engineering, Сhair
of Specialized Information Technologies and Systems.

35



А.А. Глухов, М.Н. Пачева, В.И. Сторожев, С.В. Сторожев

уравнения, численно-аналитическая методика интегрирования, базисные частные решения,
степенные ряды, рекуррентные соотношения.

Введение и цели исследования. К числу актуальных в фундаменталь-
ном и прикладном аспектах проблем теоретического численно-аналитического
исследования закономерностей распространения локализованных и нормальных
волн деформаций в непрерывно-неоднородных по физико-механическим свой-
ствам упругих телах в рамках моделей динамического деформирования инно-
вационных функционально-градиентных анизотропных материалов [1, 2] и мас-
сивов анизотропных горных пород [3] относятся вопросы учета их многофактор-
ной неоднородности – отличий в функциональных законах описания различных
модулей упругости и параметра плотности материалов. Ключевым вопросом в
таких исследованиях является построение в аналитической форме систем ба-
зисных частных решений соответствующих амплитудных волновых обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами. Приме-
нительно к некоторым моделям распространения нормальных сдвиговых упру-
гих волн в изотропном и трансверсально-изотропном слое, в которых учитыва-
лись эффекты двухфакторной экспоненциальной неоднородности материалов,
такие базисные решения получены в работах [4–8], а случай общей трехфактор-
ной неоднородности исследован в работах [9, 10]. При этом введенная в рабо-
те [11] специализированная модель описания локализованной приповерхностной
неоднородности трансверсально-изотропных полубесконечных тел с применени-
ем двойных экспоненциальных функций использована для анализа обобщенных
поверхностных волн сдвигового типа только в случае однофакторной неоднород-
ности при однотипных функциональных зависимостях для всех характеристик
материалов [11–14].

В контексте охарактеризованной проблемы, целями исследований, реализу-
емых в данной работе, является получение базисных частных решений системы
амплитудных волновых дифференциальных уравнений для сдвиговых упругих
волн в функционально-градиентном трансверсально-изотропном полупростран-
стве применительно к случаю его произвольной многофакторной приповерх-
ностной неоднородности, описываемой различными двойными экспоненциаль-
ными функциями.

1. Формулировка амплитудного уравнения модели. Без ограничения
общности рассматривается распространение сдвиговых горизонтально-поляризо-
ванных волн с волновым числом k и циклической частотой ω вдоль координат-
ного направления Ox1 в отнесенном к прямоугольным безразмерным коорди-
натам Ox1x2x3 с нормирующим параметром h∗ [м] трансверсально-изотропном
функционально-градиентном полупространстве V = {(x1, x2) ∈ R2, 0 ≤ x3 <
∞} с коллинеарными Ox3 направлением непрерывной неоднородности и осью
изотропии. Исследуемое волновое движение описывается уравнением

∂1(c66∂1u2) + ∂3(c44∂3u2)− ρ∂2t u2 = 0, ∂j =
∂

∂xj
, ∂t =

∂

∂t
, (1)
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в котором физико-механические характеристики материала имеют вид

c44(x3) = c440φ44(λ44, β44, x3), (2)

φ44(λ44, β44, x3) = exp(λ44 exp(−β44x3)),

c66(x3) = c660φ66(λ66, β66, x3),

φ66(λ66, β66, x3) = exp(λ66 exp(−β66x3)),

ρ(x1) = ρ0φρ(λρ, βρ, x1),

φρ(λρ, βρ, x1) = exp(λρ exp(−βρx1)),

а комплексная функция волновых упругих перемещений u2(x1, x3, t) задается в
форме

u2(x1, x3, t) = u20(x3) exp(−i(ωt− kx1)). (3)

После подстановки представлений (2) и (3) в (1), а также с учетом соотношений

c′44(x3) = δ44 exp(−β44x3)φ44(λ44, β44, x3), δ44 = −c440λ44β44, (4)

c′66(x3) = δ66 exp(−β66x3)φ66(λ66, β66, x3), δ66 = −c660λ66β66,

задача интегрирования уравнения относительно амплитудной функции u20(x3)
записывается в виде

c440φ44(λ44, β44, x1)u
′′
20(x3) + δ44 exp(−β44x3)φ44(λ44, β44, x1)u

′
20(x3)+ (5)

+(ρ0φρ(λρ, βρ, x3)ω
2 − c660φ66(λ66, β66, x3)k

2)u20(x3) = 0.

2. Алгоритм интегрирования амплитудного волнового уравнения.
В процессе разработки численно-аналитического алгоритма интегрирования (5)
в рассмотрение вводятся следующие представления в форме степенных рядов:

u20(x3) =

∞∑
n=0

anx
n
3 , (6)

u′20(x3) =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n
3 , u′′20(x3) =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n
3 ,

exp(λ44x3) =

∞∑
m=0

λm44
m!

xm3 , exp(λ66x3) =

∞∑
m=0

λm66
m!

xm3 , (7)

exp(λρx3) =
∞∑

nv=0

λmρ
m!

xm3 .

φ44(λ44, β44, x3) =
∞∑

m=0

(λ44 exp(−β44x3))m

m!
=

∞∑
m=0

λm44
m!

exp(−mβ44x3) = (8)
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=

∞∑
m=0

∞∑
q=0

(−1)n
λm44
m!

(mβ44)
q

q!
xq3 =

∞∑
q=0

∆q44x
q
3, ∆q44 = (−1)q

βq44
q!

∞∑
m=0

mqλm44
m!

;

φ66(λ66, β66, x3) =

∞∑
q=0

∆q66x
q
3, ∆q66 = (−1)q

βq66
q!

∞∑
m=0

mqλm66
m!

; (9)

φρ(λρ, βρ, x1) =
∞∑
q=0

∆qρx
q
1, ∆qρ = (−1)q

βqρ
q!

∞∑
m=0

mqλmρ
m!

; (10)

exp(−β44x3)φ44(λ44, β44, x3) =
∞∑
q=0

Ωq44x
q
3, (11)

Ωq66 =

q∑
m=0

λm66
m!

∆q−m, 66.

Результатом подстановки представлений (6)–(11) в уравнение (5) является со-
отношение

c440

∞∑
q=0

∆q44x
q
3

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n
3+ (12)

+δ44

∞∑
q=0

Ωq44x
q
3

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n
3+

+(ρ0ω
2

∞∑
q=0

∆qρx
m
3 − k2c660

∞∑
q=0

∆q66x
q
3)

∞∑
n=0

anx
n
3 = 0,

которое может быть записано в форме

∞∑
p=0

Φpx
p
1 = 0, (13)

где

Φp =

p∑
n=0

((n+ 1)(n+ 2)c440∆p−n, 44an+2 + (n+ 1)δ44Ωp−n, 44an+1+ (14)

+(ρ0ω
2∆p−n, ρ − k2c660∆p−n, 66)an.

В результате, в качестве следствий из (13) в виде равенств нулю величин Φp при
p = 0, ∞, записывается система рекуррентных соотношений

(n+ 2)(n+ 1)c440∆p−n, 44an+2 = (15)

= −((n+ 1)δ44Ωp−n, 44an+1 + (ρ0ω
2∆p−n, ρ − k2c660∆p−n, 66)an,
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из которой определяются совокупности коэффициентов {an} (n = 0, ∞) в вы-
ражении (6) для двух базисных частных решения амплитудного уравнения (5).
При p = 0 формула (15) принимает вид

2c440∆0ca2 = −δ44Ω044a11 − (ρ0∆0ρω
2 − c660∆066k

2)a0, (16)

и представляет собой соотношение, из которого коэффициент a2 выражается
через произвольные величины a1, a0. Для формирования двух базисных реше-
ний u20j(x3, ω, k) (j = 1, 2) уравнения (5) предлагается выбор совокупностей
{a1, a0} в виде {1, 0}, {0, 1}, на основе которого определяются две последо-
вательности значений {a(j)n }∞n=0 (j = 1, 2) и записываются аналитические пред-
ставления базисных решений в форме степенных рядов

u20j(x3, ω, k) =
∞∑
n=0

a(j)n xn3 . (17)

При численных исследованиях ряд в представлении (17) редуцируется на зада-
ваемом уровне точности.

Заключение. Результатом описанных в работе исследований, согласно сфор-
мулированным целям, является разработка численно-аналитического алгорит-
ма построения в аналитической форме базисных частных решений для ампли-
тудных волновых обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными
коэффициентами, описывающих распространение обобщенных поверхностных
упругих волн сдвигового типа вдоль произвольного направления в граничной
плоскости функционально-градиентного трансверсально-изотропного полупро-
странства с многофакторной локализованной приповерхностной неоднородно-
стью, описываемой отдельными разнотипными зависимостями в виде двойных
экспоненциальных функций для каждой из физико-механических характери-
стик его материала.
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A numerical-analytical algorithm for integrating an ordinary differential equation with variable
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coefficients relative to the amplitude component of a shear elastic wave in a transversely isotropic
half-space with a localized near-surface heterogeneity is proposed and implemented. Each of the
physical-mechanical parameters of the half-space is characterized by its own, different from the
others, double exponential function of change along the transverse coordinate. The results of the
study are the basis for obtaining dispersion equations describing the propagation of generalized
surface Love waves in waveguide structures including a deformable half-space with the considered
properties.
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РЕШЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОЙ
ВЯЗКОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТОНКИХ ПЛИТ С
ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ ОТВЕРСТИЯМИ ИЛИ ТРЕЩИНАМИ

Предложен метод решения задач линейной вязкоупругости для тонких плит с периодиче-
ским рядом эллиптических отверстий, находящихся под действием изгибающих моментов и
поперечных сил. Методом малого параметра исходная задача сведена к последовательности
краевых задач, решаемых с использованием комплексных потенциалов теории изгиба много-
связных анизотропных плит. Получены общие представления комплексных потенциалов при-
ближений, краевые условия для их определения. Заменой степеней малого параметра опера-
торами Работнова разработан механизм определения напряженного состояния плиты в любой
момент времени по комплексным потенциалам приближений. В качестве примера дано реше-
ние задачи для плиты с периодическим рядом эллиптических отверстий. Исследовано изме-
нение изгибающих моментов во времени вплоть до стационарного состояния, а также влияние
геометрических характеристик плиты на значения этих величин.
Ключевые слова: вязкоупругость, периодическая задача, многосвязная плита, комплексные
потенциалы теории изгиба плит, метод малого параметра, обобщенный метод наименьших
квадратов.

Введение. При конструировании различных механизмов и их составных
частей часто возникает необходимость обеспечения прочности тонкостенных де-
формируемых конструкций. Развитие технологий обработки и производства ма-
териалов привело к появлению новых задач, связанных с оценкой поведения
таких конструкций под воздействием разнообразных нагрузок. Особый интерес
представляют собой густо перфорированные пластины, поскольку в них кон-
центрация напряжений и деформаций вблизи отверстий существенно влияет на
поведение материала. Возникающие под различными внешними воздействиями
напряжения в вязкоупругом теле со временем изменяются, что также необходи-
мо учитывать при расчете конструкций на прочность и долговечность, особенно
в тех случаях, когда напряжения изначально достигают предельных случаев.
Несмотря на важность проблемы, исследований в этом направлений выполнено
весьма мало. Для решения задач в случае многосвязных изотропных пласти-

1Мирончук Алена Игоревна – канд. физ.-мат. наук, доцент каф. теории упругости и вычис-
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Решение периодической задачи линейной вязкоупругости для тонких плит

нок, находящихся в условиях плоской задачи или изгиба тонких плит, предло-
жен метод малого параметра и решен ряд задач [1, 2]. В работе [3] предложен
метод решения плоских задач вязкоупругости для анизотропных пластинок с
произвольным числом и сочетанием отверстий и включений варьируемой кон-
фигурации.

В данной статье метод малого параметра для решения задач вязкоупругости
распространен на задачи об изгибе плиты с периодическим рядом эллиптиче-
ских отверстий или трещин. Проведены численные исследования напряженно-
деформируемого состояния, с помощью которых установлены закономерности
влияния геометрических характеристик плиты, физико-механических парамет-
ров материала, а также времени приложения нагрузки на значения основных
характеристик изгиба. Проведены численные исследования изменения со време-
нем внутренних изгибающих и крутящих моментов для случая плиты с периоди-
ческим рядом свободных от загружений одинаковых эллиптических отверстий
при действии изгибающих моментов на бесконечности для различных значений
расстояния между контурами. При этом, как частный случай, рассматриваются
и многосвязные изотропные плиты.

1. Постановка и метод решения задачи. Рассмотрим находящуюся в

Рис. 1.

условиях поперечного изгиба тонкую вязкоупругую ани-
зотропную плиту, срединная плоскость которой занима-
ет многосвязную область S с бесконечным периодическим
рядом идентичных одинаково ориентированных эллипти-
ческих отверстий, имеющих контуры Ll (l = 0, ±1, ±2, ...)
(рис. 1) с центрами на оси Ox прямоугольной системы
координат Oxy. Полюс этой координатной системы рас-
положен в центре отверстия с контуром L0, называемого
основным. Введем для полуосей эллипсов обозначения al,
bl; для угла наклона полуоси al к оси Ox – φl; для расстояния между центрами
соседних отверстий – hx. Контуры отверстий свободны от внешних воздействий,
на бесконечности действуют моменты M∞

y , M∞
x , а H∞

xy = 0.
Следуя предложенным в работах [1, 3] подходам, задачу определения вязко-

упругого состояния плиты будем решать методом малого параметра с использо-
ванием комплексных потенциалов. При таком подходе комплексные потенциалы
теории изгиба тонких плит [4, 5] разлагаются в ряды вида [6]

W ′
k (zk) =

∑
j=0

λjW ′
jk (zk), (1)

где λ – малый параметр, в качестве которого выбирается изменение во времени
коэффициента Пуассона ν12, то есть разность [3] λ = ν12 − ν012; W ′

jk(zk) – про-
изводные комплексных потенциалов приближений, имеющие в данном случае
вид

W ′
jk (zk) = Γjkzk +

∞∑
l=−∞

W ′
jkl (zk); (2)
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Γjk – комплексные постоянные, которые находятся из решения систем

2Re
2∑

k=1

(
1, µk, µ

2
k,

1

µk

)
Γ0k =

(
−
a012M

∞
y

D0
, −

a012M
∞
y

D0
, −

a22M
∞
y

D0
, 0

)
,

2Re

2∑
k=1

(
1, µk, µ

2
k,

1

µk

)
Γ1k =

(
a11M

∞
y

D0
, −

a012M
∞
y

D0
, −

a012M
∞
y

D0
, 0

)
,

Γjk = 0 (j ≥ 2) ;

(3)

W ′
jkl (zk) – функции, голоморфные вне контуров Lkl областей Sk, получаемых

из заданной области S аффинными преобразованиями zk = x+ µky; µk – корни
характеристического уравнения

D22µ
4 + 4D26µ

3 + 2 (D12 + 2D66)µ
2 + 4D16µ+D11 = 0;

Dij = bijD0; D0 = 2h3/3 ;

b11 = (a22a66 − a226) /∆, b12 = (a16a26 − a12a66)/∆,

b16 = (a12a26 − a16a22)/∆, b22 = (a11a66 − a216)/∆,

b26 = (a12a16 − a26a11)/∆, b66 = (a11a22 − a212)/∆;

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a16
a12 a22 a26
a16 a26 a66

∣∣∣∣∣∣ ;
aij – коэффициенты деформаций материала в уравнениях обобщенного закона
Гука; h – полутолщина плиты.

Неизвестные функции W ′
jkl (zk) определяются из граничных условий на кон-

турах отверстий. После их определения становятся известными функции при-
ближений (2), и по ним можно вычислять изгибающие и крутящий моменты в
любой момент времени по формулам [6]

Mx = −2Re

2∑
k=1

J∑
j=0

λj
j∑

i=0

pj−i kW
′′
ik,

My = −2Re

2∑
k=1

J∑
j=0

λj
j∑

i=0

qj−i kW
′′
ik,

Hxy = −2Re
2∑

k=1

J∑
j=0

λjrkW
′′
jk,

(4)

где

pjk = D0

(
B0

11dj1 +B0
12µ

2
kdj2

)
, qjk = D0

(
B0

12dj2 +B0
22µ

2
kdj1

)
, rk = 2D0B66µk.

2. Построение решения задачи. Используя методы конформных отоб-
ражений и разложения функций в ряды Лорана, найдем общие представления
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неизвестных функций W ′
jkl (zk). Отобразим конформно внешности единичных

кругов |ζkl| ≥ 1 на внешности эллипсов Lkl в областях Sk [7]

zk = l hx +Rkl

(
ζkl +

mkl

ζkl

)
;

Rkl = [al (cosφl + µk sinφl) + ibl (sinφl − µk cosφl)]/2 ,

mkl = [al (cosφl
+ µk sinφl)− ibl (sinφl − µk cosφl)]/2Rkl .

(5)

Тогда функции W ′
jkl (zk), голоморфные вне контуров Lkl и исчезающе малые на

бесконечности, в областях ζkl будут голоморфными вне кругов |ζkl| ≥ 1 и могут
быть представлены рядами Лорана по отрицательным степеням ζkl

W ′
jkl (zk) =

∞∑
n=1

ajkln
ζnkl

.

В следствие этого функции (2) примут вид

W ′
jk (zk) = Γjkzk +

∞∑
l=−∞

∞∑
n=1

φklnajkln, (6)

где φkln = 1/ζnkl, ajkln – постоянные, определяемые из граничных условий на
контурах.

В силу периодичности напряженного состояния, значения моментов в точках
z и z + hx будут одинаковыми. Тогда из равенств (4) следует, что W ′′

jk (zk) =
=W ′′

jk (zk + hx), и на основе (6)

∞∑
l=−∞

∞∑
n=1

ajklnφ
′
kln (zk) =

∞∑
l=−∞

∞∑
n=1

ajklnφ
′
kln (zk + hx), (7)

где

φ′
kln (zk) =

ζ2kl
Rkl

(
ζ2kl −mkl

) . (8)

Из равенств (5) и (8), следует, что

ζkl (zk + hx) = ζkl+1 (zk) , φ′
kln (zk + hx) = φ′

kl+1,n (zk) . (9)

Подставляя выражения (9) в (7) и переобозначая индексы суммирования,
находим

∞∑
l=−∞

∞∑
n=1

ajklnφ
′
kln (zk) =

∞∑
l=−∞

∞∑
n=1

ajklnφ
′
kl+1,n (zk) =

∞∑
l=−∞

∞∑
n=1

ajkl−1,nφ
′
kln (zk).
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Сравнивая в этом равенстве коэффициенты при одинаковых функ-
циях φ′

kln (zk), будем иметь ajkln = ajkl−1, n = ajkn. Тогда, для производных
комплексных потенциалов приближений окончательно находим

W ′
jk (zk) = Γjkzk +

∞∑
n=1

ajknψkn (zk),

W ′′
jk (zk) = Γjk +

∞∑
n=1

ajknψ
′
kn (zk),

(10)

где

ψkn (zk) =
∞∑

l=−∞
φkln (zk), ψ′

kn (zk) =
∞∑

l=−∞
φ′
kln (zk); (11)

ajkn – постоянные, определяемые из граничных условий лишь на одном из кон-
туров, например, на контуре основного отверстия L0. На остальных контурах,
в силу периодичности производных комплексных потенциалов, граничные усло-
вия будут удовлетворены автоматически.

На контуре основного отверстия L0 граничные условия имеют вид [6]

2Re

2∑
k=1

g0kiW
′
jk(zk) = fji (t) (i = 1, 2), (12)

в которых

g0k1 =
p0k
µk

, g0k2 = q0k,

fj1 = −
(
1− δ0j

)
2Re

2∑
k=1

j−1∑
n=0

pj−nk

µk
W ′

nk(zk),

fj2 = −
(
1− δ0j

)
2Re

2∑
k=1

j−1∑
n=0

qj−nkW
′
nk(zk);

B0
11 =

a22
a211 (λ2 − λ1)

, B0
22 =

1

a11(λ2 − λ1)
, B0

12 =

√
a11a22

a211(λ2 − λ1)
,

dj1 =
(
λ−j−1
2 − λ−j−1

1

)
, dj2 =

(
λ−j−1
1 + λ−j−1

2

)
, λ1, 2 =

a012 ∓
√
a11a22

a11
.

(13)

Граничным условиям (12) будем удовлетворять обобщенным методом наи-
меньших квадратов. Для этого выберем на контуре L0 систему точек
Mm0 (xm0, ym0)

(
m = 1, M0

)
, в которых запишем условия удовлетворения соот-

ветствующим граничным условиям, подставляя в них функции (10). Тогда для
определения неизвестных постоянных ajkn получим следующую систему линей-
ных алгебраических уравнений

2Re

2∑
k=1

∞∑
n=1

g0kiδk,sψ
′
kn (tkm) ajkn =

dfji (tm)

ds
− 2Re

2∑
k=1

g0kiδk,sΓjk(
m = 1, M0; i = 1, 2

)
.

(14)
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Систему (14) будем решать с использованием метода сингулярных разложений
[8]. После ее решения комплексные потенциалы (2) будут известными и по ним
можно найти значения моментов (4) в любой момент времени, а в случае пере-
хода отверстий в прямолинейные разрезы-трещины определить коэффициенты
интенсивности моментов (КИМ).

3. Описание результатов численных исследований. Были проведены

Таблица 1.x
Постоянные Материал
материала M1 M2

a11 · 10−4,МПа−1 0,1408 0,4347
a22 · 10−4,МПа−1 0,1458 0,6250
a12 · 10−4,МПа−1 -0,0352 -0,0478
a66 · 10−4,МПа−1 0,3521 3,2467

α∗, c−0,5 0,5000 0,8460
β∗1 · 103, c−0,5 0,00050 0,1570
β∗2 · 103, c−0,5 0,00049 0,2745
δ∗1 · 103, c−0,5 0,00615 0,0323
δ∗2 · 103, c−0,5 0,00614 0,1295

численные исследования напряженного со-
стояния плиты из алюминия (материал М1)
и эпоксида (материал М2). Коэффициен-
ты деформаций и реологические постоян-
ные для этих материалов приведены в таб-
лице 1. При проведении численных иссле-
дований количество членов в рядах (10)
и количество точек M0 на контуре L0, в
которых удовлетворялись граничные усло-
вия при получении систем уравнений (14),
увеличивались до тех пор, пока гранич-
ные условия на контуре не удовлетворялись
с достаточно высокой степенью точности
(относительная погрешность не превышала
10−3). Как показали численные исследова-
ния, для такого удовлетворения граничным
условиям в рассмотренных задачах в зависимости от близости концентраторов
напряжений друг к другу достаточно было оставлять от 30 до 50 членов в ря-
дах (10) и на контуре L0 выбирать от 400 до 500 «коллокационных» точек. Ко-
личество приближений по степеням малого параметра выбиралось так, чтобы
изменение значений изгибающих моментов между последовательными прибли-
жениями составляло менее 0,01%. Для выполнения этого условия в рядах по
малому параметру удерживалось от 6 до 9 слагаемых.

Таблица 2.xi

Мате-
Точка

t, час
риал 0 50 100 200 300 400 500

M1
A 5,032 5,128 5,135 5,137 5,138 5,138 5,138
B 0,168 0,112 0,110 0,108 0,108 0,108 0,108

M2
A 4,917 4,994 4,998 5,001 5,002 5,004 5,004
B 0,464 0,490 0,492 0,494 0,495 0,496 0,496

В таблице 2 для
плиты с периодиче-
ским рядом круговых
отверстий радиуса a0
(b0 = a0) вдоль оси
Ox при действии на
бесконечности момен-
тов интенсивности m
(M∞

y = m) приведены
значения нормальных
моментов Ms/m в точках A (a0, 0) и B (0, a0) в зависимости от времени прило-
жения нагрузки. Рассматривался случай c/a 0 = 0, 5, где c – расстояние между
контурами (c = hx − 2a0). На рисунке 2 изображены графики изменения этих
моментов в точке A, где они достигают максимальных значений.
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Рис. 2.

Сплошные линии относятся к
материалу М2, штриховые – к ма-
териалу М1. Значения моментов
Mn для случая плиты с непод-
крепленным отверстием равны
нулю, и поэтому они в таблице 2
не приводятся. Из таблицы 2 и
рисунка 2 видно, что с течением
времени значения внутренних мо-
ментов в плите изменяются. При
этом большие изменения момен-
тов происходят лишь в первые 50
час. после приложения нагрузки,
а через 200 час. они становятся
практически неизменными, т.е. в
плите устанавливается стационар-
ное состояние. Как показывают
расчеты, и в других задачах ста-
ционарное состояние устанавлива-
ется примерно за такое же время. Поэтому, в дальнейшем результаты расче-
тов проводились для двух случаев: когда t = 0 (начальный момент времени) и
t = 400 (через 400 час. от начала процесса деформирования), когда, наверняка,
уже установилось стационарное состояние. Как следует из указанных результа-
тов, при переходе в стационарное состояние значения моментов претерпевают
большие изменения. Так, в случае плиты из материала М1 значения Ms в точке
A увеличиваются на 5%, а в точке B уменьшаются на 35%; в случае плиты из
материала М2 – в точке A увеличиваются на 2%, а в точке B – на 7%.

В таблице 3 для плиты с периодическим рядом круговых отверстий ради-
уса a0 (b0 = a0) при действии на бесконечности моментов интенсивности m
(M∞

y = m) даны значения изгибающих моментов Ms/m вблизи контура L0

в зависимости от центрального угла θ, отсчитываемого от положительного на-
правления оси Ox для различных значений c/a0. Из таблицы 3 видно, что с
уменьшением расстояния между отверстиями значения изгибающих моментов в
этой зоне значительно растут. При переходе в стационарное состояние значения
изгибающих моментов вблизи контуров претерпевают значительные изменения,
причем наибольшие изменения претерпевают значения моментов в точках, со-
ответствующих углам θ = 0 и θ = π/2 . Так, если c/a0 = 0, 01, то при переходе
в стационарное состояние для θ = 0 значения моментов увеличиваются на 3%.
Для θ = π/2 в случае плиты из изотропного материала значения моментов
уменьшаются на 36%, а для плиты из анизотропного материала – увеличивают-
ся на 7%. При c/a0 > 10 влияние одних отверстий на напряженное состояние
около других незначительно; им можно пренебречь и считать плиту ослабленной
лишь одним отверстием.
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Таблица 3.xi
Мате-

c/a0 t,
θ, рад.

риал час. 0 π/12 π/6 π/4 π/3 5π/12 π/2

M1

2 0 2,330 2,158 1,716 1,165 0,658 0,307 0,184
400 2,423 2,262 1,844 1,293 0,728 0,286 0,117

1 0 3,190 2,855 2,100 1,316 0,696 0,303 0,170
400 3,290 2,976 2,259 1,476 0,787 0,291 0,108

0,5 0 5,032 4,207 2,693 1,501 0,740 0,309 0,168
400 5,138 4,356 2,900 1,697 0,848 0,301 0,108

0,1 0 19,277 10,833 4,214 1,781 0,782 0,320 0,180
400 19,498 11,148 4,548 2,035 0,906 0,313 0,115

0,01 0 140,952 17,319 4,178 1,573 0,700 0,327 0,212
400 144,812 18,088 4,582 1,818 0,802 0,302 0,136

M2

2 0 2,336 2,146 1,537 0,664 0,234 0,375 0,499
400 2,448 2,237 1,574 0,656 0,234 0,399 0,531

1 0 3,087 2,773 1,870 0,710 0,168 0,323 0,461
400 3,176 2,847 1,902 0,701 0,165 0,344 0,492

0,5 0 4,917 4,091 2,393 0,785 0,138 0,312 0,464
400 5,004 4,157 2,421 0,776 0,134 0,334 0,496

0,1 0 19,518 10,774 3,734 0,912 0,130 0,337 0,501
400 19,761 10,898 3,771 0,906 0,123 0,359 0,536

0,01 0 152,867 18,156 3,834 0,837 0,195 0,432 0,592
400 157,970 18,746 3,952 0,846 0,186 0,458 0,636

Рис. 3.

Исследования [9] показали, что при
уменьшении отношения b0/a0 полуосей
эллипсов, моделирующих трещины, зна-
чения моментов вблизи конца большой
полуоси возрастают, стремясь к беско-
нечности. В случае вырождения эллип-
сов в трещины (при b0/a0 < 10−3), для
них могут быть определены КИМ.

На рисунке 3 для изгиба плиты с
периодическим рядом расположенных
вдоль осиOx трещин длины 2a0 при дей-
ствии моментов интенсивности m вдоль
направления оси Oy, изображены значе-
ния КИМ k±1M (k±2M = 0) вблизи цен-
тральной трещины для различных зна-
чений c/a0, где c – расстояние между
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трещинами. При сближении трещин друг с другом значения КИМ k±1M для кон-
цов трещин возрастают. При этом, для такого расположения трещин и действия
моментов, значения КИМ для концов трещины, как и в плоской задаче, от фак-
тора анизотропии не зависят. Таким образом, значения КИМ для концов тре-
щины остаются постоянными и не зависят от времени. Если расстояние между
трещинами больше двух их длин, то влияние одной трещины на напряженное
состояние около другой незначительно, и им можно пренебречь.

Выводы. В данной статье метод малого параметра для решения задач вяз-
коупругости распространен на задачи об изгибе плиты с периодическим ря-
дом эллиптических отверстий или трещин. Проведены численные исследования
напряженно-деформированного состояния, на базе которых установлены зако-
номерности влияния геометрических характеристик плиты, физико-механичес-
ких параметров материала, а также времени приложения нагрузки на значения
основных характеристик изгиба. Проведены численные исследования изменения
со временем внутренних моментов для случая плиты с периодическим рядом
свободных от загружений одинаковых эллиптических отверстий при действии
изгибающих моментов на бесконечности для различных значений расстояния
между контурами.
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A.I. Mironchuk
Solution of the periodic problem of linear viscoelasticity for thin plates with elliptical
holes or cracks.

A method is proposed for solving problems of linear viscoelasticity for thin plates with a periodic
row of elliptical holes under the action of bending moments and transverse forces. Using the small
parameter method, the original problem is reduced to a sequence of boundary value problems
solved using complex potentials of the theory of bending of multiply connected anisotropic plates.
General representations of complex potentials of approximations and boundary conditions for their
determination are obtained. By replacing the degrees of the small parameter with Rabotnov operators,
a mechanism for determining the stress state of the plate at any time using complex potentials of
approximations is developed. As an example, a solution to the problem for a plate with a periodic
row of elliptical holes is given. The change in bending moments over time up to a steady state is
investigated, as well as the influence of the geometric characteristics of the plate on the values of
these quantities.
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НЕЧЕТКО-МНОЖЕСТВЕННЫЙ УЧЕТ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ В МОДЕЛИ МЕХАНИЧЕСКОГО
РАСЧЕТА ТРУБЧАТОГО ТЕПЛООБМЕННИКА

Разработана нечетко-множественная методика учета погрешностей в значениях исходных
физико-механических и геометрических параметров при получении эндогенных
характеристик модели механического расчета размещаемого в деформируемом корпусе
трубчатого теплообменника. Представляемый подход базируется на интерпретации
неконтрастных экзогенных характеристик модели нечетко-множественными величинами
в виде нормальных трапецеидальных нечетких интервалов и использовании их в качестве
аргументов в расчетных выражениях детерминистической версии исследуемой модели,
расширяемых на данный тип переменных с применением аппарата нечетко-множественных
вычислений. Приведены некоторые результаты численной реализации разработанной методи-
ки.
Ключевые слова: трубчатый теплообменник в корпусе, тепловые воздействия, модель
термомеханического деформирования, напряжения в трубной решетке, погрешности
значений исходных параметров, нечетко-множественный учет неопределенности,
арифметика нечетких трапецеидальных интервалов.

Введение и постановка задачи. Проблема теоретического расчетного ана-
лиза термических деформационных эффектов для размещаемых в корпусах
трубчатых теплообменников представляет значительный прикладной интерес
ввиду широкого распространения таких конструкций в самых разнообразных
сферах производственной деятельности, в частности в нефтехимической про-
мышленности [1–8], а также в многочисленных инфраструктурных объектах
различного назначения. Необходимые для реализации методик механико-мате-
матического моделирования данные об их конструктивном исполнении с доста-
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Polyansky Dmitry Dmitrievich – Postgraduate, Donbas National Academy of Civil Engineering
and Architecture, Makeevka, Faculty of Civil Engineering, Сhair of Specialized Information
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точной степенью полноты представлены в работах [1, 4, 7, 8], где также излага-
ются принятые походы к механическому расчету трубчатых теплообменников и
отмечается высокая степень неопределенности в соответствующих вычислитель-
ных алгоритмах, обусловленная значительными по величине разбросами в зна-
чениях неконтрастных исходных физико-механических и геометрических пара-
метров. Указанные разбросы связаны с погрешностями экспериментальных дан-
ных о физико-механических свойствах используемых конструкционных матери-
алов, вводимыми технологическими допусками, вариативными субъективными
экспертными оценками для некоторых базовых характеристик конструкций. По-
лучение оценок для разбросов эндогенных параметров расчетов трубчатых теп-
лообменников на базе применения методов вероятностно-стохастического ана-
лиза во многих случаях на практике осложнено недостаточными объемами ста-
тистически корректной информации о требующих учета разбросах, необходи-
мостью одновременного учета неконтрастности для большого числа исходных
параметров и заведомого выбора вариантов однотипных частотных распреде-
лений для исходных и результирующих неконтрастных характеристик модели.
В принципиальном плане, в качестве варианта решения проблем учета пара-
метрической неопределенности для моделей термомеханического деформиро-
вания, в цикле работ [9–17] предложено и реализовано использование методов
теории нечетких множеств [18, 19] с менее строгими требованиями к характеру
неопределенной исходной информации. Применяемый в указанных работах под-
ход предполагает переход к нечетко-множественным описаниям неконтрастных
исходных параметров в расчетных соотношениях для эндогенных характеристик
детерминистических версий рассматриваемых моделей и расширение областей
определения функциональных расчетных соотношений этих моделей на аргу-
менты нечетко-множественного типа с применением модифицированного аль-
фа–уровневого варианта эвристического принципа обобщения. В соответствии с
представленными соображениями, целью реализуемых в данной работе исследо-
ваний является разработка и апробация нечетко-множественной методики уче-
та погрешностей в значениях исходных физико-механических и геометрических
параметров при получении эндогенных характеристик модели механического
расчета размещаемого в деформируемом корпусе трубчатого теплообменника.

1. Детерминистический вариант соотношений модели механиче-
ского расчета теплообменника. Согласно описаниям моделей механического
расчета размещаемых в деформируемых корпусах трубчатых (кожухо-трубча-
тых) теплообменников [8], его основными заданиями являются определение проч-
ностных параметров корпуса, в том числе с устанавливаемым на нем компенса-
тором, трубных решеток и их элементов, развальцовочных соединений.

В расчетных соотношениях для определения температурных напряжений в
трубах и корпусе [8] исходными параметрами являются длина труб (корпуса)
l; коэффициенты линейного теплового расширения для материалов труб αT и
корпуса αK ; модули Юнга для материалов труб ET и корпуса EK ; параметры
температуры труб tT , корпуса tK и начальной температуры изготовления тепло-
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обменника t0; площади поперечного сечения всех труб FT и корпуса FK ; dB, dH
– соответственно внутренний и внешний диаметры труб в решетке теплообмен-
ника; DK – внутренний диаметр аппарата; PT , PK – соответственно параметры
давлений в трубах и конструкции корпуса; n – количество труб в конструкции
решетки теплообменника. Записываемые расчетные соотношения для темпера-
турных напряжений в трубах σT и корпусе σK получены для случая αT >αK ,
tT >tK и имеют вид [8]

σT = ΦσT (αT , αK , ET , EK , FT , FK , tT , tK , t0) = (1)

= (αT (tT − t0)− αK(tK − t0))(ETFT + EKFK)−1ETEKFK ,

σK = ΦσK(αT , αK , ET , EK , FT , FK , tT , tK , t0) = (2)

= (αT (tT − t0)− αK(tK − t0))(ETFT + EKFK)−1ETEKFT .

В случае установки на корпус теплообменника компенсатора [8]

σ∗T = Φ∗σT (αT , αK , ET , EK , FT , FK , tT , tK , t0, l, S,N,EL, D1, D2, DK , α1) = (3)

= lF−1
T (αT (tT − t0)− αK(tK − t0))(l(ETFT )

−1 + l(EKFK)−1 +mE−1
L )

−1
,

σ∗K = Φ∗σK(αT , αK , ET , EK , FT , FK , tT , tK , t0, l, S,N,EL, D1, D2, DK , α1) = (4)

= lF−1
K (αT (tT − t0)− αK(tK − t0))(l(ETFT )

−1 + l(EKFK)−1 +mE−1
L )

−1
,

где
m = 0.06Nα1(πS

3)
−1

(1−DKD
−1
2 )D2

1, (5)

EL – модуль Юнга материала компенсатора; N – количество одинаковых линз
в конструкции компенсатора; D1, D2, DK – геометрические параметры ком-
пенсатора (D1 – внутренний диаметр линз, D2 – внешний диаметр линз); S –
толщина стенки линзы компенсатора; α1 – эмпирический коэффициент со зна-
чениями, устанавливаемыми в зависимости от величины параметра β = DK/D2.
Для осевого усилия Q, растягивающего трубы и корпус теплообменника c ком-
пенсатором, записывается представление [8]

Q = ΦQ(PK , PT , DK , dB, dH , n) = (π/4)PK(D2
K − nd2H) + (π/4)nPTd

2
B. (6)

Для напряжений в развальцовочном соединении [8] используется представление

σC = ΦC(αT , αK , ET , EK , FT , FK , tT , tK , t0, n,DK , dB, dH) = (7)

= ((π/4)PK(D2
K/n− d2H) + (π/4)PTd

2
B+

+((αT (tT−t0)−αK(tK−t0))(ETFT + EKFK)−1ETEKFK)((π/4)d2H−d2B))(πdH)−1.

Задача представляемого исследования заключается в переходе в расчетных
отношениях (1)–(7) к нечетко-множественным аргументам в виде нормальных
нечетких трапецеидальных интервалов, описывающих связанную с наличием
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разбросов значений неконтрастность всех элементов множества исходных пара-
метров.

2. Нечетко-множественный расчетный алгоритм. Исходным этапом
построения нечетко-множественного расчетного алгоритма для получения оце-
нок разбросов параметров (1)–(7) является применение представленных в [18, 19]
методических приемов нечетко-интервальной фаззификации имеющихся масси-
вов экспериментальных и экспертных данных о разбросах значений неконтраст-
ных исходных параметров. Поскольку все расчетные соотношения (1)–(7) пред-
ставлены арифметическим выражениями, то после введения для совокупности
неконтрастных исходных параметров модели αT , αK , ET , EK , FT , FK , tT , tK ,
t0, D, DK , dB, dH , PT , PK , l, S, EL, D1, D2, α1 нечетко-интервальных описаний
α̃T , α̃K , ẼT , ẼK , F̃T , F̃K , t̃T , t̃K , t̃0, D̃, D̃K , d̃B, d̃H , P̃T , P̃K , l̃, S̃, ẼL, D̃1, D̃2, α̃1

с кортежами реперных значений

α̃T = (αT1, αT2, αT3, αT4), α̃K = (αK1, αK2, αK3, αK4), (8)

ẼT = (ET1, ET2, ET3, ET4), ẼK = (EK1, EK2, EK3, EK4),

F̃T = (FT1, FT2, FT3, FT4), F̃K = (FK1, FK2, FK3, FK4),

t̃T = (tT1, tT2, tT3, tT4), t̃K = (tK1, tK2, tK3, tK4),

t̃0 = (t01, t02, t03, t04), D̃ = (D1, D2, D3, D4),

D̃K = (DK1, DK2, DK3, DK4), d̃B = (dB1, dB2, dB3, dB4),

d̃H = (dH1, dH2, dH3, dH4), l̃ = (l1, l2, l3, l4),

S̃ = (S1, S2, S3, S4), ẼL = (EL1, EL2, EL3, EL4),

P̃T = (PT1, PT2, PT3, PT4), P̃K = (PK1, PK2, PK3, PK4),

D̃1 = (D11, D12, D13, D14), D̃2 = (D21, D22, D23, D24),

α̃1 = (α11, α12, α13, α14),

применение эвристического принципа расширения к рассматриваемым функци-
ональным соотношениям сводится к получению их варианта, котором некон-
трастные параметры заменяются нечетко-интервальными, а обычные арифме-
тические операции – операциями арифметики нечетких трапецеидальных интер-
валов [18, 19]. При этом эндогенные и промежуточные нечетко-множественные
расчетные характеристики также будут представлять собой нечетко-интервальные
величины

σ̃T = (σT1, σT2, σT3, σT4), σ̃K = (σK1, σK2, σK3, σK4), (9)

σ̃∗T = (σ∗T1, σ∗T2, σ∗T3, σ∗T4), σ̃∗K = (σ∗K1, σ∗K2, σ∗K3, σ∗K4),

m̃ = (m1, m2, m3, m4), Q̃ = (Q1, Q2, Q3, Q4), σ̃C = (σC1, σC2, σC3, σC4).
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Реализуя описанный переход можно последовательно найти

σT1 = (αT1(tT1 − t04)− αK4(tK4 − t01))(ET4FT4 + EK4FK4)
−1ET1EK1FK1, (10)

σT2 = (αT2(tT2 − t03)− αK3(tK3 − t02))(ET3FT3 + EK3FK3)
−1ET2EK2FK2,

σT3 = (αT3(tT3 − t02)− αK2(tK2 − t03))(ET2FT2 + EK2FK2)
−1ET3EK3FK3,

σT4 = (αT4(tT4 − t01)− αK1(tK1 − t04))(ET1FT1 + EK1FK1)
−1ET4EK4FK4;

σK1 = (αT1(tT1 − t04)− αK4(tK4 − t01))(ET4FT4 + EK4FK4)
−1ET1EK1FT1, (11)

σK2 = (αT2(tT2 − t03)− αK3(tK3 − t02))(ET3FT3 + EK3FK3)
−1ET2EK2FT2,

σK3 = (αT3(tT3 − t02)− αK2(tK2 − t03))(ET2FT2 + EK2FK2)
−1ET3EK3FT3,

σK4 = (αT4(tT4 − t01)− αK1(tK1 − t04))(ET1FT1 + EK1FK1)
−1ET4EK4FT4;

m1 = 0.08Nα11(πS
3
4)

−1
(1−DK4D

−1
21 )D

2
11, (12)

m2 = 0.08Nα12(πS
3
3)

−1
(1−DK3D

−1
22 )D

2
12,

m3 = 0.08Nα13(πS
3
2)

−1
(1−DK2D

−1
23 )D

2
13,

m4 = 0.08Nα14(πS
3
1)

−1
(1−DK1D

−1
24 )D

2
14;

σ∗T1 = l1F
−1
T4 (αT1(tT1 − t04)− αK4(tK4 − t01))× (13)

×(l4(ET1FT1)
−1 + l4(EK1FK1)

−1 +m4F
−1
L1 )

−1
,

σ∗T2 = l2F
−1
T3 (αT2(tT2 − t03)− αK3(tK3 − t02))×

×(l3(ET2FT2)
−1 + l3(EK2FK2)

−1 +m3F
−1
L2 )

−1
,

σ∗T3 = l3F
−1
T2 (αT3(tT3 − t02)− αK2(tK2 − t03))×

×(l2(ET3FT3)
−1 + l2(EK3FK3)

−1 +m2F
−1
L3 )

−1
,

σ∗T4 = l4F
−1
T1 (αT4(tT4 − t01)− αK1(tK1 − t04))×

×(l1(ET4FT4)
−1 + l1(EK4FK4)

−1 +m1F
−1
L4 )

−1
;

σ∗K1 = l1F
−1
K4(αT1(tT1 − t04)− αK4(tK4 − t01))× (14)

×(l4(ET1FT1)
−1 + l4(EK1FK1)

−1 +m4F
−1
L1 )

−1
,

σ∗K2 = l2F
−1
K3(αT2(tT2 − t03)− αK3(tK3 − t02))×

×(l3(ET2FT2)
−1 + l3(EK2FK2)

−1 +m3F
−1
L2 )

−1
,
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σ∗K3 = l3F
−1
K2(αT3(tT3 − t02)− αK2(tK2 − t03))×

×(l2(ET3FT3)
−1 + l2(EK3FK3)

−1 +m2F
−1
L3 )

−1
,

σ∗K4 = l4F
−1
K1(αT4(tT4 − t01)− αK1(tK1 − t04))×

×(l1(ET4FT4)
−1 + l1(EK4FK4)

−1 +m1F
−1
L4 )

−1
;

Q1 = (π/4)PK1(D
2
K1 − nd2H4) + (π/4)nPT1d

2
B1, (15)

Q2 = (π/4)PK2(D
2
K2 − nd2H3) + (π/4)nPT2d

2
B2,

Q3 = (π/4)PK3(D
2
K3 − nd2H2) + (π/4)nPT3d

2
B3,

Q4 = (π/4)PK4(D
2
K4 − nd2H1) + (π/4)nPT4d

2
B4;

σC1 = ((π/4)PK1(D
2
K1 − nd2H4) + (π/4)nPT1d

2
B1 + ((αT1(tT1 − t04)− (16)

−αK4(tK4 − t01))(ET4FT4 + EK4FK4)
−1ET1EK1FK1)((π/4)(d

2
H1 − d2B4)))(πdH4)

−1

σC2 = ((π/4)PK2(D
2
K2 − nd2H3) + (π/4)nPT2d

2
B2 + ((αT2(tT2 − t03)−

−αK3(tK3− t02))(ET3FT3 + EK3FK3)
−1ET2EK2FK2)((π/4)(d

2
H2− d2B3)))(πdH3)

−1,

σC3 = ((π/4)PK3(D
2
K3 − nd2H2) + (π/4)nPT3d

2
B3 + ((αT3(tT3 − t02)−

−αK2(tK2− t03))(ET2FT2 + EK2FK2)
−1ET3EK3FK3)((π/4)(d

2
H3− d2B2)))(πdH2)

−1,

σC4 = ((π/4)PK4(D
2
K4 − nd2H1) + (π/4)nPT4d

2
B4 + ((αT4(tT4 − t01)−

−αK1(tK1− t04))(ET1FT1 + EK1FK1)
−1ET4EK4FK4)((π/4)(d

2
H4− d2B1)))(πdH1)

−1.

Представления (10)–(16) образуют систему нечетко-множественных расчетных
соотношений рассматриваемой модели.

3. Пример численной реализации расчетного алгоритма. Пример реа-
лизации построенного нечетко-множественного расчетного алгоритма относится
к получению оценок влияния эффектов разбросов значений исходных парамет-
ров для оценки параметров напряженно-деформированного состояния в кон-
струкции кожухо-трубчатого теплообменника с корпусом из стали-20 и с n = 37
трубками из медно-никелевого сплава МНЖМц 30-1-1. Теплообменник характе-
ризуется следующим набором неконтрастных нечетко-интервальных модельных
исходных параметров, отвечающих стандартам изготовления данных аппаратов
[1–8]:

l̃ = (0.98l∗, 0.99l∗, 1.0l∗, 1.01l∗),

α̃T = (15.8α∗, 15.9α∗, 16.0α∗, 16.2α∗),

α̃K = (11.52α∗, 11.57α∗, 11.6α∗, 11.62α∗),

ẼT = (1.42E∗, 1.44E∗, 1.45E∗, 14.7E∗),

ẼK = (2.10E∗, 2.12E∗, 2.13E∗, 2.15E∗),
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t̃T = (68t∗, 69.5t∗, 70.0t∗, 71.0t∗), t̃K = (28t∗, 29.5t∗, 30.0t∗, 31.0t∗),

t̃0 = (19t∗, 19.5t∗, 20.0t∗, 20.5t∗),

D̃K = (0.2626 l∗, 0.2628 l∗, 0.263 l∗, 0.2633 l∗),

d̃B = (0.0178 l∗, 0.0179 l∗, 0.018 l∗, 0.0181 l∗),

d̃H = (0.0198 l∗, 0.0199 l∗, 0.02 l∗, 0.0205 l∗),

F̃T = (21.85S∗, 21.96S∗, 22.07S∗, 26.91S∗),

F̃K = (29.20S∗, 29.45S∗, 29.62S∗, 29.92S∗),

P̃K = (1, 01250 · 10−6E∗, 1.01280 · 10−6E∗, 1.01325 · 10−6E∗, 1.01350 · 10−6E∗),

P̃T = (2, 02500 · 10−6E∗, 2.02560 · 10−6E∗, 2.02650 · 10−6E∗, 2.02700 · 10−6E∗),

l∗ = 1 [м], α∗ = 10−6 [C◦−1], E∗ = 1011 [Па], S∗ = 10−4 [м2].

В результате расчетов с использованием соотношений (10), (11), (15), (16)
для рассматриваемого случая получены представления неконтрастных эндоген-
ных характеристик σ̃T , σ̃K , Q̃, σ̃C в виде отражающих разбросы их значений
нечетко-интервальных величин

σ̃T = (0.268 σ∗, 0.629 σ∗, 0.679 σ∗, 1.132 σ∗),

σ̃K = (0.201 σ∗, 0.469 σ∗, 0.506 σ∗, 1.018 σ∗),

Q̃ = (6.112 Q∗, 6.202 Q∗, 6.246 Q∗, 6.294 Q∗),

σ̃C = (0.116 σ∗∗, 0.155 σ∗∗, 0.168 σ∗∗, 0.249 σ∗∗),

σ∗ = 108 Па, Q∗ = 103 Н, σ∗∗ = 106 Па,

с функциями принадлежности µσ̃T (σT ), µσ̃K (σK), µQ̃(Q), µσ̃C (σC), изображен-
ными на рисунках 1–4.

Рис. 1. Профиль функции принадлежности µσ̃T (σT ) для нечетко-интервальной величины σ̃T
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Рис. 2. Профиль функции принадлежности µσ̃K (σK) для нечетко-интервальной величины σ̃K

Рис. 3. Профиль функции принадлежности µQ̃(Q) для нечетко-интервальной величины Q̃

Рис. 4. Профиль функции принадлежности µσ̃C (σC) для нечетко-интервальной величины σ̃C
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Выводы. В результате проведенных исследований разработана нечетко-мно-
жественная методика учета погрешностей в значениях исходных физико-механи-
ческих и геометрических параметров при получении эндогенных характеристик
модели механического расчета размещаемого в деформируемом корпусе-кожухе
трубчатого теплообменника. Учитываемые в расчетах разбросы могут быть обу-
словлены погрешностями экспериментальных данных о физико-механических
свойствах используемых материалов, предусматриваемыми при изготовлении
технологическими допусками, вариативными субъективными экспертными оцен-
ками для отдельных базовых характеристик конструкций. Методика базируется
на интерпретации неконтрастных экзогенных характеристик модели нечетко-
множественными величинами в виде нормальных трапецеидальных нечетких
интервалов и использовании их в качестве аргументов в расчетных выражени-
ях детерминистической версии исследуемой модели, расширяемых на данный
тип переменных с применением аппарата нечетко-множественных вычислений.
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D.D. Polyansky
Fuzzy-set accounting for parametric uncertainty in a model of mechanical calculation
of a tubular heat exchanger.

A fuzzy-set method for accounting for errors in the values of the initial physical, mechanical
and geometric parameters has been developed when obtaining endogenous characteristics of the
mechanical calculation model of a tubular heat exchanger placed in a deformable casing. The
presented approach is based on the interpretation of non-contrasting exogenous characteristics of
the model by fuzzy-set quantities in the form of normal trapezoidal fuzzy intervals, and their use
as arguments in the calculation expressions of the deterministic version of the model under study,
extended to this type of variables using the apparatus of fuzzy-set calculations. Some results of the
computational implementation of the developed method are presented.
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Аэродинамика высотных комплексов с интегрированными ветрогенерирующими установками

Введение. Взаимодействие воздушных потоков с твердыми телами – фунда-
ментальная проблема прикладной механики, традиционно изучаемая в контек-
сте баллистики и летательных аппаратов [1–4]. Однако, стремительная урбани-
зация и рост масштабов городских застроек выводят аэродинамику на передний
план и в архитектурно-строительной области [5, 6].

Классически строительная аэродинамика фокусируется на минимизации воз-
действий ветровых нагрузок на здания, в целях снижения контакта конструкций
с воздушными массами, при этом используются методы компьютерного модели-
рования [7, 8], в том числе нейросетевого [9]. Но, в настоящее время, задачи
аэродинамики выходят далеко за рамки простого снижения нагрузок на соору-
жения. Перед современными проектировщиками возникает комплексная задача
по проектированию зданий, эффективно взаимодействующих с ветром, то есть
задача использования энергии ветра, например, путем интеграциии ветрогене-
рирующих установок непосредственно в конструкции высотных объектов [10,
11].

Научной новизной представленной работы является достижение двух, в неко-
тором роде альтернативных целей: рационализации формы здания исходя из
требований, с одной стороны, снизить сопротивление воздушным потокам и,
тем самым, снизить значения общей ветровой нагрузки, а, с другой стороны,
увеличить площадь контакта с воздушными потоками так, чтобы захватить как
можно большую воздушную массу и направить её в турбину ветрогенератора.

Применение плохообтекаемых, геометрически невыгодных с аэродинамиче-
ской точки зрения форм может приводить к повышенным ветровым нагруз-
кам, а, следовательно, к увеличению массы конструкций и излишнему расходу
материалов, а также к возникновению нежелательных резонансных эффектов
за счет возрастания инерционных сил в системе при динамических нагрузках.
В свою очередь, грамотная геометрическая проработка способна приводить к
наиболее рациональному контакту объектов с аэродинамическими потоками, а
также целесообразному использованию энергии ветра. Это означает, что итого-
вое распределение скоростей воздуха, давлений и иных параметров напрямую
зависит от принятой геометрии системы [12].

Для оценки эффективности проектируемых зданий используются такие кри-
терии, как коэффициент увеличения скорости и показатель суммарной реакции
на аэродинамическое воздействие. Первый параметр отражает действенность
захвата воздушного потока поверхностью здания и направления его в ветрогене-
рирующие установки. Высокий коэффициент свидетельствует об эффективном
взаимодействии здания с ветром и максимальном использовании его энергии.
Второй показатель оценивает величину ветровой нагрузки на конструкцию объ-
екта, его минимизация имеет первостепенное значение для обеспечения безопас-
ной эксплуатации, а также для экономической обоснованности строительства.

1. Материалы и методы. На первом этапе геометрической организации
архитектурной формы объекта необходимо определить наиболее выгодный про-
филь башен. Возникает задача максимально снизить объемы воздуха, взаимо-
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действующие с объектом, для уменьшения ветровой нагрузки. При этом важно
задействовать большие объемы воздуха с целью увеличения вырабатываемой
ветрогенераторами энергии.

В качестве предпосылки к дальнейшему исследованию можно с высокой уве-
ренностью предполагать, что площадь поперечного сечения башен в плане для
уменьшения ветровой нагрузки, а также для компенсации резонансных эффек-
тов, должна поступательно уменьшаться с высотой (рис. 1, а). Таким образом,
на отметках, где скорости потока имеют наивысшие значения, площадь поверх-
ности уменьшается, что приводит к уменьшению равнодействующей нагрузок
и опрокидывающего момента. Можно отметить, что вследствие описанных ме-
роприятий, снижаются массы на больших отметках, и это позволяет снизить
инерционные нагрузки в околорезонансных зонах при колебаниях (рис. 1, б).
Однако остается открытым вопрос характера изменения размеров поперечного
сечения по высоте.

Рис. 1. Уменьшение ветровой нагрузки (а) и улучшение инерционных свойств (б)
за счет выбора рациональной вертикальной конфигурации башен
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На примерах проектирования высотных объектов можно заметить широкое
разнообразие применяемых профилей башен. В рамках текущего исследования
остановимся на трех возможных вариантах геометрических профилей башен
(рис. 2, а). Сравнение аэродинамических характеристик моделей № 2 и № 3
видится наиболее перспективным с точки зрения определения оптимальной гео-
метрической формы по отношению к профилю башни постоянного сечения. Со-
ответственно, производится выбор линейного или параболического характера
уменьшения поперечного сечения этажа по высоте при концептуальном проек-
тировании.

Модель № 1 выступает в качестве контрольной для подтверждения или опро-
вержения оснований проводимого исследования.

Для наибольшего захвата воздушных потоков необходимо выбрать рацио-
нальную обтекаемую форму (рис. 2, б), которая не приведет к увеличению вет-
ровых нагрузок, но при этом позволит обеспечить максимальную выработку
электроэнергии [11]. На первом этапе принципиальная форма поперечного сече-
ния выбирается около-произвольно и является общим постоянным параметром
для всех трех моделей.

Рис. 2. Изучаемые варианты вертикальной конфигурации башен:
трехмерная визуализация моделей (а) и принятая форма поперечного сечения (б)

Стоит отметить, что уменьшение площади поперечного сечения по высоте
влияет на эксплуатационные характеристики. При сохранении постоянной вы-
соты башен, подобные модификации его формы приводят к существенному со-
кращению полезных площадей помещений, что может осложнить применяемые
объемно-планировочные решения, обострить вопросы эргономики. Характер из-
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менения поперечного сечения по высоте также оказывает на это влияние: потен-
циальная полезная площадь объекта, проектируемого в соответствии с моделью
№ 2, обещает быть кратно большей, в сравнении с объектом аналогичной высо-
ты, имеющим профиль модели № 3. Модель № 1 в вопросах простоты и, зача-
стую, надежности конструктивных и объемно-планировочных решений может
оставаться в приоритете. Однако, решающим аргументом в пользу выбора той
или иной архитектурной формы остается картина ее аэродинамического обте-
кания.

Для объектов нестандартной геометрической формы встает вопрос получе-
ния аналитического решения проблемы, учитывающего все возможные особен-
ности поверхности, а также явления турбулентности, срыва вихрей и прочего.
Ответ сводится к получению решения систем дифференциальных уравнений
Навье-Стокса, которое описывает обтекание твердых преград потоками ветра
[7, 10]:

∂V⃗

∂t
= −(V⃗ · ∇)V⃗ +

µ

ρ
∆V⃗ − 1

ρ
∇p+ f⃗ , (1)

где ∇ – оператор набла, ∆ – векторный оператор Лапласа, t – время, µ – ко-
эффициент динамической вязкости, ρ – плотность, p – давление, V⃗ – векторное
поле скоростей, f⃗ – векторное поле массовых сил.

На данный момент точного единого решения таких систем, как исследуе-
мая, нет, поэтому необходимо прибегать к численным методам. При этом для
получения численного решения было разработано множество программных па-
кетов, в частности использованный в настоящем исследовании для проведения
вычислительных экспериментов программный комплекс ANSYS Workbench [13].

Для моделирования были созданы геометрические схемы как самих зданий,
так и окружающего их пространства, определяющего расчетную область и обла-
дающего свойствами газовой среды. Размеры расчетной области принимаются
в несколько раз большими габаритов исследуемых объектов с целью выравни-
вания воздушных потоков после их возмущений при столкновении с объекта-
ми [14]. С одной стороны расчетной области задаются параметры, с которыми
воздушный поток начинает двигаться, а с противоположной стороны – условие
отсутствия избыточного давления, позволяющее обеспечить отсутствие влияние
границы расчетной области на результаты эксперимента. Для исследуемых зда-
ний вводится параметр, характеризующий возможность отсутствия проникания
воздушного потока сквозь поверхность, и при этом свободного проскальзывания
вдоль неё. Одним из важных вопросов является выбор модели турбулентности
течения, позволяющей адекватно описать столкновение частиц среды с препят-
ствиями. В данном случае, наиболее подходящей является модель SST, доста-
точно точно работающая при малых и средних скоростях потока, возникающих
в архитектурно-строительной аэродинамике.

Метод конечных элементов в компьютерном эксперименте реализуется за
счет разбиения расчетной области и построения сетки конечных объемов. Для
достаточно точного выполнения расчета применяется адаптивная сетка, изме-
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няющая своё разрешение в зависимости от важности области моделирования, то
есть сгущение сетки производится у зданий и в непосредственной близости от
них, а на расстояниях, где изменения параметров среды незначительны, сетка
укрупняется.

Корректность предлагаемых подходов компьютерного моделирования под-
тверждается неоднократной верификацией в аэродинамических установках, что
отражено в других работах авторов [8, 15].

2. Результаты исследования. Моделирование аэродинамического обте-
кания моделей производилось для единственного направления (угла) ветровой
атаки, перпендикулярного главному фасаду. Для задания характеристик набе-
гающего потока применялись данные для I ветрового района [16]. При этом
учитывалось нарастание скорости по высоте, характерное для городской мест-
ности. Таким образом, на отметке +100.00 скорость потока составляет 24.83 м/с,
на отметке +160.00 – 27.27 м/с (рис. 1, а).

Отметки расположения мостов для ветрогенераторов выбраны таким обра-
зом, чтобы городские препятствия не создавали преград для аэродинамических
потоков, но, при этом, конструкции еще достаточно влияли на вовлечение воз-
душных масс в рабочую зону ветрогенератора.

На рисунках 3–5 представлены результаты компьютерного моделирования
аэродинамического обтекания вышеописанных моделей.

Рис. 3. Распределение давлений и скоростей в уровнях ветрогенераторов
для цифровой модели № 1
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Рис. 4. Распределение давлений и скоростей в уровнях ветрогенераторов
для цифровой модели № 2

Рис. 5. Распределение давлений и скоростей в уровнях ветрогенераторов
для цифровой модели № 3
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Контрастность представленных результатов для каждой из цифровых моде-
лей говорит о высокой степени влияния вертикальной конфигурации на аэроди-
намические параметры. Наличествуют радикально отличные картины распреде-
ления скоростей ветровых потоков. Таким образом, модель № 1 создает обшир-
ный турбулентный след с подветренной стороны, чего нельзя сказать о моделях
№ 2 и № 3. Явления срыва вихрей, наблюдаемые при этом, могут привести к
непредсказуемым скачкам амплитуды колебаний конструкций в направлении,
поперечном движению воздушных потоков.

Также, не стоит забывать об эффекте буферизации, оказываемом на сосед-
ствующие объекты сравнимых габаритов. Таким образом, нахождение объекта
по цифровой модели № 1 в составе комплекса высотных строений может нега-
тивно сказаться на аэродинамической среде всего района в целом.

Абсолютные значения скоростей потоков на отметках ветрогенераторов для
разных цифровых моделей также значительно отличаются. Диаграмма сравне-
ния скоростей для каждой из моделей представлена на рисунке 6, а. Разброс
значений достигает 14–16%.

Для нахождения оптимального профиля башен комплекса в качестве кри-
терия рационально использовать коэффициент увеличения скорости ветровых
потоков, представляющий собой отношение скорости в окрестности ветрогенера-
тора к скорости невозмущенного потока. Данный коэффициент является доста-
точно достоверным фактором, отображающим эффективность работы турбины
ветрогенератора, а также может быть экстраполирован на объемы вырабаты-
ваемой электроэнергии [11]. Диаграмма сравнения коэффициентов увеличения
скорости потоков отображена на рисунке 6, б.

Рис. 6. Диаграммы скоростей (а) и коэффициентов увеличения скорости k = vк/vвх (б)
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Диаграммы, представленные на рисунке 6, выделяют модель № 2 в качестве
наиболее оптимальной для интеграции ветровых установок. Модель характери-
зуется как наибольшими абсолютными значениями скоростей ветровых потоков
в точках измерения, так и наивысшими коэффициентами ускорения.

Тем не менее, целесообразно введение критерия экономической эффективно-
сти строительства объекта. В случае с аэродинамическим взаимодействием его
цель – указать на необходимость проектирования объекта таким образом, что-
бы итоговые ветровые нагрузки имели меньшие значения, что, в свою очередь,
приведет к упрощению применяемых инженерных решений, уменьшению объ-
ема требующихся строительных материалов, и, как следствие, к удешевлению
строительных работ. В качестве такого критерия выделено значение равнодей-
ствующей ветровой нагрузки, распределенной по поверхности объекта.

Диаграмма реакций каждой из моделей на аэродинамическое воздействие
представлена на рисунке 7. Наблюдаемая картина оставляет верным утвержде-
ние о слабой приспособленности моделей с неизменным по высоте поперечным
сечением к противодействию ветровым воздействиям. Равнодействующая вет-
ровой нагрузки на модель № 1 превосходит аналогичный показатель моделей
№ 2 и № 3 более чем на 200%.

Рис. 7. Диаграмма суммарных реакций

Модель № 3 характеризуется наименьшим значением аэродинамической ре-
акции, однако потенциальная экономическая выгода может быть нивелирована
затратами на реализацию ее сложной архитектурной формы, потерей в энерго-
эффективности в сравнении с моделью № 2, а также, как обозначалось выше,
сложностью принятия объемно-планировочных решений на малых площадях
этажа.

Все вышеперечисленное заставляет остановиться на вертикальной конфигу-
рации модели № 2, как на наиболее выгодной в энергетическом и экономическом
планах.

Выводы. Проведенное исследование показало, что выбор геометрического
профиля башни имеет значительное влияние на эффективность работы ветро-
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генераторов в энергоэффективных зданиях. На основе анализа мирового опыта,
нормативных документов и компьютерных моделей было установлено, что про-
филь башни с линейным уменьшением поперечного сечения обладает наиболь-
шей эффективностью как в энергетическом, так и в экономическом аспектах.

Компьютерное моделирование ветровых потоков подтвердило, что модель
с таким профилем обладает наибольшими абсолютными значениями скоростей
ветровых потоков в точках измерения и наивысшими коэффициентами ускоре-
ния, что способствует увеличению производительности ветрогенераторов. Ис-
пользование этого профиля также более выгодно в экономическом плане, так
как оно обладает более простыми формами по сравнению со зданием с парабо-
лическим уменьшением поперечного сечения, но при этом значение равнодей-
ствующей ветровой нагрузки увеличивается незначительно.

Полученные результаты имеют важное практическое значение для архитек-
торов и инженеров, занимающихся проектированием энергоэффективных зда-
ний с интегрированными ветрогенераторами. Они предоставляют рекомендации
по выбору оптимальных конструктивных решений, которые способствуют повы-
шению энергоэффективности и снижению влияния ветровых нагрузок, а значит
затрат на реализацию проектов.

Дальнейшие исследования могут быть направлены на изучение влияния дру-
гих факторов, таких как анализ ветровых условий района и определение рацио-
нальной ориентации с учетом розы ветров, а также влияние выбора различных
форм башен в плане определения выгодного взаимного расположения башен.
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НЕЧЕТКО-МНОЖЕСТВЕННЫЕ МОДИФИКАЦИИ
РАСЧЕТНЫХ СООТНОШЕНИЙ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
ЭФФЕКТИВНЫХ ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИХ
ХАРАКТЕРИСТИК МЕТАЛЛОКЕРАМИЧЕСКИХ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНЫХ МАТЕРИАЛОВ

Получены базирующиеся на применении методов теории нечетких множеств обобщенные рас-
четные соотношения для определения приведенных параметров в функциональных законах
описания неоднородности физико-механических свойств создаваемых на базе аддитивных тех-
нологий металлокерамических функционально-градиентных материалов с учетом разбросов
значений аргументов в детерминистических версиях указанных расчетных формул. Реализа-
ция предлагаемого подхода заключается в переходе к разновариантным нечетко-множествен-
ным описаниям неконтрастных параметров с разбросами и на применении модифицирован-
ной альфа-уровневой версии эвристического принципа обобщения при расширении областей
определения используемых функциональных расчетных соотношений на аргументы нечетко-
множественного типа.
Ключевые слова: функционально-градиентные металлокерамические материалы, описание
физико-механической неоднородности, параметры функциональных законов, учет разбросов
свойств ингредиентов, нечетко-множественная методика, эвристический принцип обобще-
ния.
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материалов является одной из актуальных проблем современных исследований в
области механико-математического моделирования. Обзор широкого ряда работ
по данной проблематике отражен в обзорных публикациях [1–10]. Ряд ведущих
результатов передового уровня в этой области теоретических исследований изло-
жен в работах [1–14] применительно к задаче расчета приведенных параметров
для функционально-градиентной металлокерамики.

Вместе с тем, одной из важных задач в совершенствовании методов расчета
эффективных физико-механических характеристик функционально-градиент-
ных материалов является учет неконтрастности значений исходных геометри-
ческих и физико-механических параметров в предлагаемых расчетных соотно-
шениях, а именно наличие разбросов их величин, связанных с погрешностями
экспериментальных данных о свойствах используемых при изготовлении ингре-
диентов, с технологическими допусками относительно возможных расхождений
задаваемых проектных значений, с вариативными субъективными экспертными
оценками для величин отдельных расчетных параметров.

Для решения проблемы учета параметрической неопределенности в расчет-
ных функциональных соотношениях для приведенных характеристик непрерыв-
но-неоднородных материалов, ввиду большого числа подлежащих одновремен-
ному введению неконтрастных исходных параметров в соответствующих функ-
циональных представлениях, ввиду отсутствия отвечающей требованиям ста-
тистической корректности информации о характере экспериментальных и экс-
пертно оцениваемых технологических разбросов значений этих параметров, а
также необходимости введения предположений о выборе одного из стандарти-
зированных вариантов идентичных частотных распределений для экзогенных
и эндогенных характеристик расчетных моделей при попытках применения для
решения данной проблемы вероятностно-стохастических методик, в качестве од-
ного из возможных методических приемов может рассматриваться апробирован-
ное применение методов теории нечетких множеств [15–18]. Применение такого
подхода в задаче учета параметрической неопределенности при определении эф-
фективных модулей упругости отдельных типов композиционных материалов на
базе нескольких вариантов моделей усреднения было реализовано в работах [19,
20].

С учетом представленных соображений, целью данной работы является по-
лучение и апробация нечетко-множественных модификаций расчетных соот-
ношений для определения эффективных физико-механических характеристик
слоя из нанокомпозитного функционально-градиентного металлокерамического
материала с учетом факторов разброса значений исходных параметров.

1. Детерминистические варианты моделей расчета физико-механи-
ческих характеристик металлокерамических функционально-гради-
ентных материалов. В представляемом исследовании используется несколь-
ко описываемых в работах [8, 9] и подлежащих обобщению на случай некон-
трастных исходных параметров моделей введения функциональных зависимо-
стей для физико-механических характеристик слоя из металлокерамического
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функционально-градиентного материала с однонаправленной одноосной непре-
рывной неоднородностью по толщине. При введении данных зависимостей рас-
сматривается отнесенный к прямоугольным координатам Ox1x2x3 деформиру-
емый слой толщины h, занимающий область Ω = {(x1, x2) ∈ R2, (−h/2) ≤ x3 ≤
(h/2).

В рамках степенной модели описания непрерывной одноосной неоднородно-
сти свойств материала слоя [8], изменение каждой из его физико-механических
характеристик, в данном случае модуля Юнга E, коэффициента Пуассона ν и
модуля сдвига G, описывается зависимостями вида

F (x3) = Φ1(x3, h, Fm, Fc, µF ) = (Fc − Fm)VµF (x3) + Fm, (1)

VµF (x3) = (x3/h+ 1/2)µF ,

в которых функция F (x3) обладает свойствами

F (−h/2) = Fm, F (h/2) = Fc, (2)

Fm, Fc – соответственно описываемые характеристики свойств металлического и
керамического ингредиентов; µF – параметр меры изменения для соотношения
ингредиентов по толщине слоя. Случаи одинаковых или отличающихся значений
µF для описываемых физико-механических характеристик отвечают моделям
однофакторной либо многофакторной неоднородности.

В экспоненциальной модели однофакторной одноосной неоднородности рас-
сматриваемого металлокерамического слоя по его толщине функциональные за-
висимости для всех физико-механических характеристик имеют вид [8]

F (x3) = Φ2(x3, h, Fm, Fc) = Fm exp(h−1(x3 + h/2) ln(Fc/Fm)), (3)

и также обладают свойствами (2).
В сигмоидальной модели [8] для описания свойств одноосной неоднородности

в областях верхнего и нижнего полуслоев вводятся функциональные зависимо-
сти

V +
µF

(x3) = 1− (1/2)(1− 2x3/h)
µF x3 ∈ {0, h/2], (4)

V −
µF

(x3) = (1/2)(1 + 2x3/h)
µF x3 ∈ {− h/2, 0], (5)

при использовании которых соответственно

F (x3) = Φ3(x3, h, Fm, Fc, µF ) = FcV
+
µF

(x3) + Fm(1− V +
µF

(x3)) x3 ∈ {0, h/2], (6)

F (x3) = Φ4(x3, h, Fm, Fc, µF ) = FcV
−
µF

(x3)+Fm(1−V −
µF

(x3)) x3 ∈ {− h/2, 0]. (7)

2. Нечетко-множественные обобщения расчетных соотношений. Пе-
реход к нечетко-множественным модификациям вышеприведенных расчетных
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соотношений для определения эффективных физико-механических характери-
стик металлокерамических функционально-градиентных материалов с одноос-
ной непрерывной неоднородностью предполагает в качестве исходного этапа вве-
дение нечетко-множественных расширений для неконтрастных исходных пара-
метров и реализацию процедуры фаззификации массивов доступных экспери-
ментальных и экспертных данных о разбросах их значений [15–18].

Для исходных Fm, Fc, µF , h и результирующих F (x3) параметров в расчет-
ных соотношениях (1)–(7) вводятся в рассмотрение их нечетко-множественные
расширения F̃m, F̃c, µ̃F , h̃, F̃ (x3), которые записываются в форме разложений
по множествам α – уровней

F̃m =
⋃

α∈[0,1]

[Fmα, Fmα], F̃c =
⋃

α∈[0,1]

[F cα, F cα], (8)

µ̃F =
⋃

α∈[0,1]

[µ
Fα
, µFα], h̃ =

⋃
α∈[0,1]

[hα, hα],

F̃ (x3) =
⋃

α∈[0,1]

[Fα(x3), Fα(x3)]. (9)

Нечетко-множественные обобщения исходных параметров рассматриваемых
моделей альтернативно представляются треугольными нормальными нечеткими
числами

F̃m = (Fm1, Fm2, Fm3), (10)

Fmα = (1− α)Fm1 + αFm2, Fmα = αFm2 + (1− α)Fm3;

F̃c = (Fc1, Fc2, Fc3),

F cα = (1− α)Fc1 + αFc2, F cα = αFm2 + (1− α)Fm3;

µ̃F = (µF1, µF2, µF3),

µ
Fα

= (1− α)µF1 + αµF2, µFα = αµF2 + (1− α)µF3;

h̃ = (h1, h2, h3), hα = (1− α)h1 + αh2, hα = αh2 + (1− α)h3,

либо несимметричными квазигауссовыми нормальными нечеткими числами, для
которых в представлениях (8)

Fmα = m∗Fm − σ∗lFm(lnα
−2)1/2, Fmα = m∗Fm + σ∗rFm(lnα

−2)1/2; (11)

F cα = m∗Fc − σ∗lFc(lnα
−2)1/2, F cα = m∗Fc + σ∗rFc(lnα

−2)1/2;

µ
Fα

= m∗µF − σ∗lµF
(lnα−2)1/2, µFα = m∗µF + σ∗rµF (lnα

−2)1/2;

hα = m∗h − σ∗lh(lnα
−2)1/2, hα = m∗h + σ∗rh(lnα

−2)1/2.
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Переход к обобщенным нечетко-множественным аргументам в расчетных со-
отношениях (1)–(7) реализуется с применением модифицированной альфа-уров-
невой версии эвристического принципа обобщения, вспомогательным этапом ко-
торого является анализ свойств знакопостоянства частных производных по ис-
ходным параметрам-аргументам функциональных расчетных соотношений в пол-
ных областях их совокупного изменения [18]. На этом промежуточном этапе при
допущениях Fc ≥ Fm, µF ≥ 0 получены оценки

∂Φ1/∂Fm ≥ 0, ∂Φ1/∂Fc ≥ 0, ∂Φ1/∂h ≥ 0, ∂Φ1/∂µF ≤ 0; (12)

∂Φ2/∂Fm ≥ 0, ∂Φ2/∂Fc ≤ 0, ∂Φ2/∂h ≤ 0;

∂Φ3/∂Fm ≥ 0, ∂Φ3/∂Fc ≥ 0, ∂Φ3/∂h ≤ 0, ∂Φ3/∂µF ≥ 0;

∂Φ4/∂Fm ≥ 0, ∂Φ4/∂Fc ≥ 0, ∂Φ4/∂h ≥ 0, ∂Φ4/∂µF ≤ 0.

а при допущениях Fm ≥ Fc, µF ≥ 0 – оценки

∂Φ1/∂Fm ≥ 0, ∂Φ1/∂Fc ≥ 0, ∂Φ1/∂h ≥ 0, ∂Φ1/∂µF ≥ 0; (13)

∂Φ2/∂Fm ≥ 0, ∂Φ2/∂Fc ≤ 0, ∂Φ2/∂h ≤ 0;

∂Φ3/∂Fm ≥ 0, ∂Φ3/∂Fc ≥ 0, ∂Φ3/∂h ≥ 0, ∂Φ3/∂µF ≤ 0;

∂Φ4/∂Fm ≥ 0, ∂Φ4/∂Fc ≥ 0, ∂Φ4/∂h ≤ 0, ∂Φ4/∂µF ≥ 0.

Соответственно полученным оценкам (12) в представлениях для нечетко-
множественных эндогенных параметров F̃ (x3), имеющих общий вид (9), для
модели (1)

Fα = Φ1(x3, hα, Fmα, F cα, µFα), Fα = Φ1(x3, hα, Fmα, F cα, µFα
); (14)

для модели (3)

Fα = Φ2(x3, hα, Fmα, F cα), Fα = Φ2(x3, hα, Fmα, F cα); (15)

для модели (6), (7) в верхнем полуслое

Fα = Φ3(x3, hα, Fmα, F cα, µFα
), Fα = Φ3(x3, hα, Fmα, F cα, µFα); (16)

в нижнем полуслое

Fα = Φ4(x3, hα, Fmα, F cα, µFα), Fα = Φ4(x3, hα, Fmα, F cα, µFα
). (17)

При оценках (13) для модели (6), (7) в верхнем полуслое

Fα = Φ3(x3, hα, Fmα, F cα, µFα), Fα = Φ3(x3, hα, Fmα, F cα, µFα
); (18)

в нижнем полуслое

Fα = Φ4(x3, hα, Fmα, F cα, µFα
), Fα = Φ4(x3, hα, Fmα, F cα, µFα). (19)
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3. Примеры реализации нечетко-множественных расчетных соот-
ношений. Представляемые случаи применения расчетных соотношений (13)–
(16) относятся к следующим вариантам задания в форме треугольных нормаль-
ных нечетких чисел значений неконтрастных исходных параметров рассматри-
ваемых моделей определения физико-механических параметров слоя металло-
керамики, металлическая фаза которого представлена титаном, а керамическая
– оксидом алюминия:

Ẽm = (106E∗, 112E∗, 118E∗), ν̃m = (0.31, 0.32, 0.325),

G̃m = (38.6E∗, 39, 2E∗, 39.9E∗);

ẼA = (364E∗, 370E∗, 375E∗), ν̃c = (0.225, 0.23, 0.238),

G̃c = (122E∗, 126E∗, 129E∗);

h̃ = (1.8l∗, 2.0l∗, 2.1l∗), µ̃F = (1.7, 2.0, 2.2), E∗ = 109Па, l∗ = 10−3м.

На рисунках 1–3 для рассматриваемого случая соответственно приведены
рассчитанные с применением соотношений (14) в рамках модели (1) распре-
деления по толщине функционально-градиентного металлокерамического слоя
для значений границ носителей E0(x3), E0(x3) (линии α = 0) и модальной ве-
личины E1(x3) =E1(x3) (линия α = 1) нечетко-множественной характеристики
модуля Юнга; для значений границ носителей ν0(x3), ν0(x3) и модальной ве-
личины ν1(x3) =ν1(x3) нечетко-множественной характеристики коэффициента
Пуассона; для значений границ носителей G0(x3), G0(x3) и модальной величины
G1(x3) =G1(x3) нечетко-множественной характеристики модуля сдвига.

Результаты аналогичных расчетов на основе соотношений (15) для модели
(3) представлены на рисунках 4–6.

Рис. 1. Распределения значений границ носителей и модального значения по толщине слоя
для нечетко-множественной величины модуля Юнга (степенная модель (1))
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Рис. 2. Распределения значений границ носителей и модального значения по толщине слоя
для нечетко-множественной величины коэффициента Пуассона (степенная модель (1))

Рис. 3. Распределения значений границ носителей и модального значения по толщине слоя
для нечетко-множественной величины модуля сдвига (степенная модель (1))

Рис. 4. Распределения значений границ носителей и модального значения по толщине слоя
для нечетко-множественной величины модуля Юнга (экспоненциальная модель (3))
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Рис. 5. Распределения значений границ носителей и модального значения по толщине слоя для
нечетко-множественной величины коэффициента Пуассона (экспоненциальная модель (3))

Рис. 6. Распределения значений границ носителей и модального значения по толщине слоя
для нечетко-множественной величины модуля сдвига (экспоненциальная модель (3))

Представленные расчетные данные указывают, в частности, на существен-
но меньший разброс значений эндогенных механических характеристик модуля
Юнга и модуля сдвига при идентичных разбросах значений исходных парамет-
ров в случае применения экспоненциальной модели описания закономерностей
изменения свойств функционально-градиентного металлокерамического слоя по
его толщине.

Заключение. В результате представленных исследований получены нечетко-
множественные обобщения комплексов расчетных соотношений степенной, экс-
поненциальной и сигмоидальной моделей определения приведенных парамет-
ров в функциональных законах описания неоднородности физико-механических
свойств создаваемых на базе аддитивных технологий металлокерамических
функционально-градиентных материалов с учетом разбросов значений аргумен-
тов в детерминистических версиях указанных расчетных формул. Реализация
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развиваемого подхода состоит в переходе к разнотипным нечетко-множествен-
ным описаниям для исходных параметров рассматриваемых моделей с разброса-
ми значений и в последующем применении модифицированной альфа-уровневой
версии эвристического принципа обобщения при расширении областей опреде-
ления используемых функциональных расчетных соотношений на аргументы
нечетко-множественного типа. Получены модифицированные варианты расчет-
ных соотношений для случаев описания неконтрастных исходных параметров
нормальными треугольными нечеткими числами и несимметричными квази-
гауссовыми нечеткими числами. Представлены отдельные примеры использо-
вания разработанной методики применительно к описанию распределений по
толщине параметров модуля Юнга, коэффициента Пуассона и модуля сдвига
функционально-градиентного металлокерамического слоя с фракциями из ти-
тана и оксида алюминия.
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В статье рассмотрено влияние размеров зоны водопроводящих трещин на величину оседаний
земной поверхности, при затоплении горных выработок ликвидируемых угольных шахт. Уста-
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Обосновано влияние затопления глубоких горизонтов на активизацию геомеханических про-
цессов на поверхности.
Ключевые слова: Водонасыщение, горная порода, напряжение, деформационные свойства,
ликвидация, конечно-элементная модель, зона водопроводящих трещин, активизация сдви-
жений, затопление выработок.

Введение. Затопление шахтными водами выработанного пространства неиз-
бежно ведет к обводнению горного массива и уменьшению его прочности, о чём
свидетельствуют работы [1–4]. В результате изменения физико-механических
свойств горных пород происходит активизация геомеханических процессов, про-
воцирующая оседания земной поверхности, на которой нередко расположены
урбанизированные территории.
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Подавляющее большинство физико-механических характеристик горных по-
род (кроме плотности) обладают значительной изменчивостью в пределах од-
ной литологической разности. Это обусловлено пространственными изменени-
ями факторов, влияющих на указанные характеристики, среди которых мож-
но выделить закономерно изменяющиеся в пространстве катагенез, глубину и
условия залегания пород. Кроме того, на физико-механические характеристики
горных пород влияют случайно изменяющиеся по мощности и протяженности
слоя породы ее структура и состав цемента [5–11].

Стоит отметить, что распределение горных пород в массиве крайне нерав-
номерно, и содержание различных литологических типов может изменяться в
несколько раз от свиты к свите [12–13].

Результаты обследования нескольких тысяч подработанных зданий на тер-
ритории Донбасса в зонах влияния затапливаемых работ показывают наличие
развивающихся повреждений таких зданий. При этом зафиксированы повре-
ждения зданий, находящихся как в зоне влияния горных выработок с глубина-
ми до 500 метров, так и объектов поверхности в зоне влияния более глубоких
горных работ.

Для обеспечения безопасности объектов поверхности проекты затопления
горных выработок зачастую содержат требования к закладке наблюдательных
станций. Анализ существующих наблюдений, выполненных в различных угле-
носных районах Донбасса, приведен в таблице 1.

Таблица 1. Результаты наблюдений
за сдвижением земной поверхности при затоплении горных выработок

Шахта Год
затопления

Глубина
затопления на

момент
наблюдений, м

Отметка
затопления,

м

Величина
максимального
оседания, мм

Заперевальная 2003 656 -418,00 55,00
Кочегарка 1997 880 -600,00 69,00
Красный

Профинтерн 2002 865 -630,00 119,00

Брянковская 1996 700 -500,00 80,00
Замковская 1995 650 -450,00 85,00
им. Ильича 1996 600 -400,00 80,00

им. И.В.
Чеснокова 1998 430 -230,00 40,00

«Центральная-
Ирмино» 1995 900 -713,00 60,00

Стоит отметить, что приведенные результаты наблюдений противоречат ме-
тодике расчета остаточной мощности, описанной в документе [14] и представ-
ленной формулой:

m0 = K1 ·K2 ·K3 ·K4 ·K5 ·mв, (1)

где K1 – коэффициент, зависящий от степени метаморфизма углей (угли марки
А – K1 = 1,0; угли марок ТС, Т, ОС, КС, КЖ, К, Ж – K1=0,8; угли марок ГЖС,
ГЖ, Г, ДГ, Д – K1= 0,6); K2 – коэффициент, зависящий от последующих под-
работок горной выработки нижележащими пластами (K2 = 1,0, если выработка
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не была подработана; K2 = 0,8, если выработка подработана одним пластом; K2

= 0,5, если выработка была подработана 2-мя и более пластами); K3 – коэф-
фициент, зависящий от наличия пустот и зон разуплотнений (принимается по
результатам дополнительных исследований); K4 – коэффициент зависящий от
обводнённости горных пород (K4 = 0,5, если горные выработки затоплены, и
K4 = 1,0, если горные выработки не затоплены); K5 – коэффициент зависящий
от глубины горных работ (K5 = 1,0 если Н < 100 м, K5 = 0,5 при Н в пределах
101 - 200 м, K5 = 0,3 при Н в пределах 201-300 м, K5 = 0,1 при Н в пределах
300-500 м, если Н > 500 м, K5 = 0); mв – вынутая мощность пласта, м.

В результате наблюдений зафиксировано оседание земной поверхности, кото-
рое вызвано затоплением горных выработок глубоких горизонтов (с глубинами
более 500 метров). Анализ существующих методик позволяет сделать вывод, что
действующие нормативные документы практически не учитывают влияние ли-
тологического состава и параметров техногенной пустотности [15], что в свою
очередь существенно снижает точность прогноза.

Определение влияния структуры горного массива на параметры сдвижения
земной поверхности при затоплении шахт по натурным наблюдениям затрудне-
но отсутствием последовательных наблюдений за сдвижениями земной поверх-
ности от начала затопления до момента прекращения сдвижений, поэтому одним
из наиболее эффективных способов прогноза поведения массива, является мо-
делирование. Имитация геомеханических процессов в конечно-элементных мо-
делях при различных параметрах зоны водопроводящих трещин позволит опре-
делить горнотехнические условия, при которых наиболее вероятна непрогнози-
руемая активизация сдвижений земной поверхности, вызванных затоплением
горных выработок, что является целью исследования.

1. Методика исследования. При моделировании очистных горных ра-
бот достаточно большие разногласия возникают при определении величины и
формы зон деформаций над лавой. Так, в исследованиях [16] описано влияние
литологических особенностей массива на характер разрушения пород над ла-
вой. Авторы подчеркивают различный характер разрушения горного массива
при различных типах основной и непосредственной кровли над лавой. Стоит
отметить, что согласно [17], упругие свойства горных пород увеличиваются в
соответствии с повышением степени метаморфизма углей (рис. 1).

Анализ описанных в [18] моделей позволяет сделать вывод о достаточно
сложном алгоритме прогноза условий образования трещин и, как следствие,
невозможности точного определения характеристик трещиноватых зон. На ос-
новании исследований [18–21] можно сделать вывод, что зона деформаций над
лавой зависит от преобладающей в районе марки угля и может быть рассчитана
по формуле

H = KHЗВТ ·mв, (2)

гдеKHЗВТ – коэффициент, отражающий влияние добываемой марки угля на раз-
меры зоны водопроводящих трещин, безразмерная величина; mв – выемочная
мощность пласта, м.
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Рис. 1. Модули упругости песчаников на глубине от 400 до 500 метров, свойственные для
различных районов Донбасса

На рисунке 2 приведены величины коэффициентов KHЗВТ для марок угля,
свойственных основным районам Донбасса (рис. 2).

Рис. 2. Показатели коэффициента, отражающего влияние добываемой марки угля на разме-
ры зоны водопроводящих трещин (KHzvt) для марок угля, свойственных основным районам

Донбасса

Как видно из рисунка 2 и формулы 2, при угольном пласте мощностью 1
метр зона водопроводящих трещин может распространяться на расстояние от
45 до 136 метров над очистной горной выработкой. Для определения характера
влияния величины зоны водопроводящих трещин на параметры процесса сдви-
жения проводились исследования на конечно-элементной модели. Построение
геомеханической модели подрабатываемого массива методом конечных элемен-
тов производилось в несколько этапов.

На первом этапе производилось построение геометрической модели заданно-
го участка стратиграфии горного массива вместе с очистными выработками.
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На втором этапе была сформирована база данных горных пород, из которых
состоят слои пород в геометрической модели, построенной на первом этапе. Для
каждой породы задаётся набор ряда физико-механических свойств, необходи-
мых для расчёта модели согласно исследованиям [21] (табл. 2).

На третьем этапе производилась привязка элементов геометрической модели
к соответствующим элементам базы данных горных пород, т.е. каждому про-
странственному блоку ставилась в соответствие определённая горная порода
со своим набором физико-механических свойств. На этом этапе осуществляется
также создание конечно-элементной расчётной сетки, т.е. разбиение простран-
ственных блоков на ряд простых пространственных фигур.

Таблица 2.
Принятые в базовой модели физико-механические характеристики горных пород

Тип
породы

Объемный
вес, т/м3 E, МПа Коэффициент

Пуассона
Сцепление,

МПа

Угол
внутреннего
трения, град

Песчаник 2,5 26000 0,16 22,5 30
Песчаный

сланец 2,48 22000 0,18 16 30

Глинистый
сланец 2,35 19100 0,32 12,5 28

Уголь 1,45 1600 0,37 2 34

На четвёртом этапе задаются граничные условия модели (ограничения сме-
щений в определенных направлениях, исходная нагрузка в виде гравитационной
силы).

Калибровка модели проводилась на основании действующего нормативного
документа «Правила подработки» [22], который регламентирует правила расче-
та характера оседаний при добыче угля. Моделировалась конечно-элементная
модель добычи угля, и по величине оседаний в различных расчетных точках про-
изводилось сравнение оседаний, получаемых с использованием конечно-элемент-
ных моделей и полученных при расчете по правилам подработки. В результа-
те калибровки максимальные отклонения на краях мульды сдвижения соста-
вили порядка 12 процентов, и был достигнут характер формирования мульды
сдвижения в модели, полностью соответствующий классическим представлени-
ям (рис. 3).

Когда была достигнута удовлетворительная сходимость в результатах расче-
та конечно-элементной модели и существующих нормативных документов была
отработана схема имитации затопления горного массива посредством изменения
физико-механических свойств горных пород над очистной горной выработкой.
Для определения характера влияния размеров зон деформаций над лавой на
параметры сдвижения при затоплении горных выработок последовательно ими-
тировались процессы затопления в модели для очистной выработки с различ-
ными размерами зон водопроводящих трещин. Величина зоны водопроводящих
трещин последовательно изменялась от 50 до 200 метров. В пределах указан-
ной зоны, согласно исследованиям [20], изменялись прочностные характеристи-
ки залегающих пород: для глинистых сланцев снижались в 3 раза, для песчаных
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сланцев – в 2 раза, для песчаников – в 1,2 раза.

Рис. 3. Модель сдвижения земной поверхности при подработке

2. Анализ результатов. Результаты анализа моделей с имитацией затоп-
ления посредством изменения физико-механических свойств массива в пределах
зон высокой трещиноватости представлены на рисунке 4.

Рис. 4. Влияние глубины горных работ и размеров зоны водопроводящих трещин на величину
оседаний

На основании анализа графика можно сделать вывод о наличии существен-
ного влияния глубоких горных выработок на поверхность при условии распро-
странения зон водопроводящих трещин на 150-200 метров над лавой.

Полученные результаты моделирования позволяют сделать вывод, что от
строения горного массива зависит характер распространения в нем зон водо-
проводящих трещин, что напрямую влияет на параметры сдвижения земной
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поверхности при затоплении горных выработок.
Выводы. Обосновано условие развития оседаний земной поверхности при

затоплении глубоких горных выработок, которым является величина зон водо-
проводящих трещин, превышающая 100 метров. В результате выполненных ра-
бот было установлено, что деформации от затопления глубоких горизонтов сле-
дует с наибольшей вероятностью ожидать в районах залегания углей марки Г и
Д (газовые и длиннопламенные). На основании литературного обзора и модели-
рования установлено влияние литологического состава на образование системы
трещин в угленосном массиве и, как следствие, на характер оседаний земной
поверхности. На моделях зафиксирована закономерность изменения величины
сдвижений земной поверхности при активизации геомеханических процессов от
размеров зоны водопроводящих трещин.
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The article describes an approach to forecasting changes in the rate of flooding of mine workings
based on the analysis of field observations, generalization of known patterns and the use of regression
and correlation analysis methods. The described dependencies are the basis for the formation of
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ОСОБЕННОСТИ СДВИЖЕНИЯ СЛОИСТОГО ПОРОДНОГО
МАССИВА НАД ВЫРАБОТАННЫМ ПРОСТРАНСТВОМ

В статье приведены основные закономерности сдвижения слоев породного массива над
выработанным пространством и геомеханические основы формирования области интенсивных
сдвижений пород кровли.
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Введение. В настоящее время при расчете величины опорного давления
впереди очистного забоя и шага обрушения основной кровли для упрощения
аналитических расчетов принимают модель сплошного породного массива от
пласта до поверхности. С учетом того, что на практике массив осадочных по-
род является слоистым, изучение особенностей сдвижения слоистого породного
массива над выработанным пространством является актуальной задачей.

Результаты натурных замеров сдвижения слоистого породного массива над
выработанным пространством лавы [1] позволили получить общую схему сдви-
жения подработанного породного массива. На схеме (рис. 1) видно, что породы,
залегавшие непосредственно над пластом, обрушаются над выработанным про-
странством, образуя зону № 1 беспорядочного обрушения. Над ней расположена
зона № 2 упорядоченного обрушения и изгиба слоев с потерей несущей способно-
сти. Выше этой зоны залегают породные слои, изгибающиеся над выработанным
пространством без потери несущей способности и представляющие собой зону
№ 3.

На основании исследований [1] принята представленная на рисунке 1 область
интенсивных сдвижений пород над выработанным пространством одиночной ла-
вы, работающей в массиве угля.
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Рис. 1. Область сдвижения пород над выработанным пространством действующей лавы: 1,
2, 3 – соответственно зоны беспорядочного обрушения, упорядоченного обрушения и прогиба

слоев без потери несущей способности

Зоны № 1 и № 2 ограничены линиями, проведенными под углом обрушения
пород ψ к плоскости залегания пласта, а зона № 3 ограничена линиями, прове-
денными под углом изгиба пород φ.

Целью данной статьи является исследование особенности сдвижения пород-
ных слоев над выработанным пространством одиночной лавы, работающей в
массиве угля.

1. Исследование особенности сдвижения породных слоев. Процесс
сдвижения включает в себя изгиб, разрушение и обрушение породных слоев
над выработанным пространством. Для определения шага обрушения породно-
го слоя необходимо установить его геометрические и прочностные параметры.
Строение породного массива определяется по геологоразведочным скважинам.
На рисунке 2 приведено строение породного массива над пластом h8 «Фомин-
ской», полученное по геологоразведочной скважине.

При наличии в кровле пласта мощных и прочных породных слоев пород-
ный массив разбивается на группы слоев (рис. 2). Каждая группа состоит из
несущего слоя (слой 1) и залегающих выше него менее прочных породных слоев
(слои 2, 4). Слой 3 настолько тонок, что не может быть отображен на рисун-
ке в данном масштабе. Слои 2, 4 будут изгибаться, разрушаться и обрушаться
ранее несущего слоя, при этом служить ему дополнительной нагрузкой. Раз-
деление породных слоев на группы является одной из особенностей сдвижения
слоистого массива, рассматриваемой в трудах А.А. Борисова [2].

Для моделирования первичного обрушения с помощью программы «Аnsys»
произведем расчет, имитируя изгиб толстой балки на двух опорах. Для опреде-
ления вторичных обрушений используется модель консольной балки. В резуль-
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Рис. 2. Строение кровли пласта h8 с указанием геометрических параметров; I, II, III – группы
слоев кровли

тате расчета получим картину распределения горизонтальных растягивающих
напряжений в несущем слое. В отличие от модели сплошного массива, приме-
няемой для упрощения расчета изгиба слоя, в слоистом массиве в каждом слое
формируются свои растягивающие напряжения (рис. 3). В местах заделки слоя
над угольным пластом концентрируются горизонтальные сжимающие напряже-
ния. Над ними, на верхней кромке изгибающегося слоя, концентрируются гори-
зонтальные напряжения. Концентрация горизонтальных растягивающих напря-
жений происходит и на нижней кромке изгибающегося слоя над центром выра-
ботанного пространства. На верхней кромке концентрируются горизонтальные
сжимающие напряжения (рис. 3). Очевидно, что при достижении предельного
растягивающего напряжения произойдет разрушение породного слоя.

Рис. 3. Распределение горизонтальных напряжений в слоистом изгибающемся породном мас-
сиве: А - В – линия изгиба слоя
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Процесс разрушения наглядно представлен при моделировании изгиба по-
родных слоев [3] на модели из эквивалентных материалов (рис. 4).

Рис. 4. Формирование разрушающей трещины: АБ – линия разрушения породного слоя; Ψ–
угол наклона линии разрушения к плоскости пласта

Разрушение и обрушение слоя в модели произошло при отходе лавы от разрезной
печи на максимальное (предельное) расстояние. Разрушающая трещина образо-
валась на верхней кромке изгибающегося слоя и распространилась по всей его
мощности к нижней кромке (рис. 4).

На рисунке 5 приведена область сдвижения пород одиночной лавы над вы-
работанным пространством для условий шахты «Прогресс» государственного
предприятия «Торез-Антрацит».

Рис. 5. Область сдвижения пород АБВГДЕЖ при работе одиночной лавы над выработанным
пространством: 1-7 – породные слои в кровле пласта; I Гр, II Гр, III Гр – группы породных
слоев; φ и ψ – соответственно углы наклона линии изгиба и обрушения к плоскости пласта; ln

– предельный пролет первой группы слоев
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При обрушении первой группы слоев вторая группа изогнулась над выработан-
ным пространством (рис. 5). Линия изгиба второй группы слоев ГД наклонена
к плоскости залегания пласта под углом φ = 45 . . . 50◦. Угол наклона линии из-
гиба слоя прослеживается также и на моделях из эквивалентных материалов
(рис. 6).

Рис. 6. Угол наклона линии изгиба изгибающегося слоя к плоскости залегания пород

Область интенсивных сдвижений кровли при отходе лавы от разрезной печи
на предельное перед обрушением расстояние строится с использованием уста-
новленных выше закономерностей деформирования слоистого породного масси-
ва. Для построения необходимо рассчитать предельный пролет изгибающейся
группы слоев перед обрушением.

Учитывая распределение горизонтальных напряжений в изгибающемся слое
можно предположить, что образование разрушающей трещины происходит при
отходе лавы на предельное расстояние. Поэтому перед разрушением и обруше-
нием слоя реализуется условие:

σe =

√
2EG

πℓkp
= σρ =

ql2n
2h2

, Мпа, (1)

где σe – предел прочности породы по энергетическому критерию; σρ – макси-
мальное растягивающее напряжение при предельном пролете породного слоя
[4], МПа; q – распределенная нагрузка, МПа; h – мощность слоя, м; E – эф-
фективная поверхностная энергия разрушения, Дж/м2; G – модуль упругости
породы, МПа; ℓkp – критическая длина трещины, м.

Из равенства (1) получается выражение для определения предельного про-
лета слоя перед обрушением [5].
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При первичном обрушении породного слоя:

ℓ2n =
2h
γ

√
2EG

πℓkp
, м2, (2)

где γ – объемный вес породы, тонн/м3.
При первичном обрушении группы слоев:

ℓ2n =
2h2

N∑
i=1

γihi

√
2EG

πℓkp
, м2, (3)

где h – мощность слоя, для которого рассчитывается предельный пролет, i –
номер слоя в кровле, N – количество слоев пород кровли.

При вторичном обрушении породного слоя:

ℓ2n =
h

3γ

√
2EG

πℓkp
, м2. (4)

При вторичном обрушении группы слоев:

ℓ2n =
h

3
N∑
i=1

γihi

√
2EG

πℓkp
, м2. (5)

В приведенном на рисунке 6 положении слой № 2 зависает над выработан-
ным пространством лавы. Линия изгиба наклонена под углом φ к плоскости
пласта. Слои № 3 и № 4 деформируются вместе со слоем № 2 и служат ему
пригрузкой. Линия обрушения слоев наклонена к плоскости пласта под углом
ψ. Залегающие выше вторая и третья группы слоев изгибаются над выработан-
ным пространством. Угол наклона линии изгиба равен φ. С учетом вышеска-
занного образовалась область интенсивных сдвижений пород кровли на момент
первичной посадки (АБВГДЕЖ). Дальнейшее подвигание лавы приведет к уве-
личению области интенсивных сдвижений кровли до отхода лавы от разрезной
печи на расстояние, равное длине лавы (230 м). С использованием выражений
(2)–(5), возможен расчет области полных сдвижений породных слоев от разра-
батываемого пласта до поверхности.

Выводы. К особенностям сдвижения слоистого породного массива над вы-
работанным пространством можно отнести следующее. Породный массив слои-
стых горных пород состоит из групп слоев. Каждая группа состоит из несущего
слоя (породы «моста») и залегающих над ним менее прочных породных слоев,
служащих ему пригрузкой при изгибе над выработанным пространством. Де-
формирование породного слоя проходит в три стадии: изгиб слоя в пределах
упругости над выработанным пространством; квазихрупкое разрушение слоя;
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обрушение слоя. Изгиб породного слоя происходит по линии, наклоненной к
плоскости пласта под углом φ= 45 . . . 50◦. Разрушение породного слоя при из-
гибе происходит за счет возникновения и развития разрушающей трещины на
верхней кромке слоя. При пересечении трещиной слоя по всей мощности про-
исходит его обрушение. Линия обрушения наклонена к плоскости под углом φ
= 78 . . . 80◦. С учетом линий изгиба и обрушения групп породных слоев строит-
ся область интенсивных сдвижений над выработанным пространством, высота
которой не изменяется в процессе отработки выемочного поля лавы.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ
ТРЕЩИНОВАТОГО СКАЛЬНОГО МАССИВА ФИЗИЧЕСКИМ
ЭКСПЕРИМЕНТОМ НА ЭКВИВАЛЕНТНЫХ МАТЕРИАЛАХ

В статье рассмотрены вопросы, связанные с получением деформационных характеристик ма-
териала, который моделирует трещиноватый скальный массив с ортогональными трещинами.
Полученные характеристики используются как эталонные при повторении опыта численным
методом для выбора модели математического моделирования трещиноватых скальных мас-
сивов методом конечных элементов. Для начала выбирался состав эквивалентного материала
для моделирования трещиноватого скального массива с усредненными физико-механическими
показателями. Далее выбиралась его влажность, так как это влияет на характер разрушения
материала. Основные исследования разделены на три этапа: на первом этапе рассматривались
образцы ненарушенной структуры эквивалентного материала; на втором этапе образцы имели
одну трещину под разными углами; на третьем этапе рассматривались ортогональные трещи-
ны. Третий этап впоследствии моделировался в МКЭ в объемной постановке для верификации
возможности оптимизации математических моделей моделирования.
Ключевые слова: эквивалентный материал, деформированное состояние, трещиноватый
скальный массив, трехосное сжатие, девиатор напряжения, деформационные свойства,
математическое моделирование.

Введение. Математическое моделирование трещиноватых скальных масси-
вов является весьма трудоемким процессом ввиду того, что механика разруше-
ния предполагает отделение от монолитного массива горных пород его частей,
что математически является разрывом сплошности.

В конце 70-х годов ХХ века для этих целей был разработан метод дискрет-
ных элементов (Discrete Element Method, DEM). Однако данный метод не по-
лучил широкого распространения в исследованиях отечественных ученых при
моделировании скальных массивов в связи с тем, что данный метод оперирует в
механике деформируемого твердого тела математическими моделями, которые
не позволяют в полной мере учитывать математически реологические свойства
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материала [1].
Основным методом моделирования трещиноватых скальных массивов на дан-

ный момент является метод конечных элементов (МКЭ), который применяется с
середины 60-х годов ХХ века для моделирования напряженно-деформированно-
го состояния скальных массивов в весьма большом числе задач [2]. Однако при
его применении необходима верификация моделей расчетов, так как раскрытие
трещины — это фактически разрыв расчетной схемы, нарушение сплошности, а
это ведет к остановке в процессе моделирования и расчета [3]. В связи с тем, что
классический МКЭ основан на упругой модели Гука, которая не допускает раз-
рыва сплошности, широко используется модификация этой модели, основанная
на упругопластической постановке. Самой первой упругопластической моделью,
которая использовалась при расчете скального массива, была модель Кулона-
Мора [4]. В дальнейшем были разработаны и другие упругопластические модели
математического моделирования, но у них остался один недостаток – не было
возможности моделировать разрыв сплошности расчетной схемы в виде трещин.
Одним из вариантов учета разрыва сплошности стало применение при расчете
контактных элементов [5].

В данной статье рассматриваются эксперименты на эквивалентных матери-
алах, которые обладают необходимыми реологическими и деформационными
свойствами реальных горных пород через масштабный коэффициент подобия.
Этот коэффициент применим при выполнении некоторых условий — соблюде-
нии геометрического, кинематического и динамического подобия. Исследуемый
образец должен иметь правильную геометрическую форму, предпочтительно ку-
бическую или цилиндрическую; при этом минимальный размер или диаметр
должен составлять 5 см. Все испытания проводятся в соответствии с ГОСТ
12248.3-2020 «Грунты. Определение характеристик прочности и деформируемо-
сти методом трехосного сжатия».

Один из основоположников исследований (физических экспериментов) на
искусственных материалах Г.Н. Кузнецов дал название новому материалу «эк-
вивалентный» [6]. С начала XX века эквивалентные материалы начали исполь-
зоваться в физике, с первой трети века они активно применялись в эксперимен-
тальных работах и продолжали использоваться вплоть до 1990-х годов. Впо-
следствии физическое моделирование стало уступать место математическому
из-за стремительного прогресса в компьютерных технологиях. Тем не менее,
исследования в области физического моделирования по-прежнему актуальны.
Эквивалентные материалы обеспечивают уникальный способ изучения слож-
ных физических систем без необходимости непосредственно взаимодействовать
с ними. Они позволяют исследователям создавать модели, отражающие важней-
шие свойства изучаемых объектов и процессов, что дает возможность проводить
разнообразные эксперименты с экономией времени и ресурсов.

Физическое моделирование остается важным этапом проверки технических и
научных гипотез. Компьютерные модели, хоть и обладают высокой точностью,
иногда уступают в адаптивности и в понимании системы в реальных условиях,
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где эквивалентные материалы продолжают быть востребованы. Научные изыс-
кания в области создания новых эквивалентных материалов и их использова-
ния продолжаются и по сей день, раскрывая новые возможности для глубокого
понимания физики и расширения перспектив экспериментального моделирова-
ния [7].

В настоящей статье представлено научное исследование, целью которого
являлось определение деформационных характеристик различных трещинова-
тых образцов эквивалентных материалов и сравнение полученных результатов
с их плоскими (двумерными) математическими аналогами, которые вводятся
при исследовании напряженно-деформированного состояния методами матема-
тического моделирования. В качестве предмета исследования был выбран эк-
вивалентный материал, потому что только данный материал может обладать
множественными деформационными характеристиками через масштабный ко-
эффициент и моделировать широкий спектр горных пород. Для достижения
поставленной цели решены следующие задачи:

• обобщить полученные авторами результаты по подбору рецептуры эквива-
лентного материала;

• определить деформационные характеристики материала с одиночной тре-
щиной под различными углами падения;

• определить деформационные характеристики материала с ортогональными
трещинами;

• по полученным результатам физического моделирования деформационных
характеристик определить, при каких углах падения девиатор напряжений яв-
ляется самым большим, и этот эксперимент повторить методами математиче-
ского моделирования.

1. Выбор рецептуры эквивалентного материала. В соответствии с
ГОСТ 25100-2020 «Грунты. Классификация» к скальным грунтам относятся те
горные породы, в которых преобладают химико-структурные связи. По класси-
фикации проф. М.М. Протодьяконова [8, 9], в соответствии с вышеназванным
ГОСТом, скальные грунты будут иметь коэффициент крепости от f=4 до f=20
и, следовательно, усредненным коэффициентом будет обладать горная порода
с f=6–7.

Для лабораторных исследований применялось устройство осевого нагруже-
ния «СИ АСИС» ГТ 2.05-1 с камерой для трехосных испытаний ГТ 7.3.41-1
ООО «НПП ГЕОТЭК», максимальная величина бокового обжатия 10 кН, осевая
нагрузка 10 кН. При проведении эксперимента образец испытывает трехосное
равномерно распределенное давление в 200 кПа, 400 кПа и 800 кПа, которое со-
здается дистиллированной водой. Испытуемый образец цилиндрической формы
имеет диаметр 50 мм и длину 100 мм.

Все исследования, описанные в данной статье, проводились на эквивалент-
ных материалах. Для подбора необходимой рецептуры и эквивалентных дефор-
мационных и физико-механических характеристик были использованы работы
Козиной А.М. и Ко Ден Хо [10, 11]. Была опробована различная рецептура
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материала. Первоначальная рецептура была следующей: гипс Г-16 вместе с по-
рошком строительного мела МТД-2 в пропорции 75/25 процентов соответствен-
но, затворен водой 1:4. Это два основных действующих вещества, указанных
вышеназванными авторами, а остальные материалы вводят в состав лишь для
придания эквивалентному материалу различных свойств или, как в случае с
канцелярским клеем, для увеличения времени схватывания вяжущего матери-
ала.

В связи с тем, что в природном массиве трещины горных пород имеют раз-
личный угол падения к горизонту, было принято решение использовать систему
трещиноватости, предложенную С.А. Юфиным и Е.В. Ламониной [12]. Под дан-
ную трещиноватость был подобран модифицированный рецепт эквивалентного
материала, приведенный в таблице 1. Более подробно этот вопрос был рассмот-
рен в работе [13]. У модифицированного материала объемный вес составляет от
0,96 г/см3 до 1,58 г/см3 в зависимости от степени влажности материала. Полу-
ченный образец необходимо выдержать в естественных условиях сушки 28 суток
или заменить на сушку в муфельной печи до стабилизации веса [14].

Таблица 1. Модификация рецепта эквивалентного материала.
Наименование материала Вес материала, гр. Соотношение, %
Гипс скульптурный Г-16 160 40.34
Мел для побелки МТД-2 16 4.03

Песок кварцевый, речной, мытый, мелкий 27 6.81
Клей конторский, силикатный 1.6 0.4

Вода (вес зависит от влажности материала) 192 48.41

Следующий шаг эксперимента направлен на то, чтобы подобрать влажность
(и время сушки) и таким образом получить упругопластическую деформацию.
В ходе эксперимента использовались несколько образцов с разным временем
сушки. Первый образец (№ I) был произведен и испытан на следующий день
после изготовления без предварительной просушки в муфельной печи. Его мас-
са была 311 г., что соответствует плотности в 1,58 г/см3. Второй образец (№
II) просушен при 108◦С в течение четырех часов. Его масса составила 264 г.,
соответствующая плотности 1,35 г/см3. Третий образец (№ III) просушен в те-
чение 48 дней, что превышало стандартное время сушки. Его масса была 118 г.,
что соответствует плотности 0,96 г/см3. Для образцов по методике [15] были
рассчитаны масштабные коэффициенты, которые составили от 1 до 2: кинема-
тическое подобие – 1; геометрическое подобие – 2; динамическое подобие – 1,9.
Результаты проведенного опыта представлены на рисунке 1.

При анализе графиков можно сделать следующие выводы:
• опыт № 1 – эквивалентный материал соответствует упругопластическому

разрушению;
• опыт № 2 – эквивалентный материал соответствует упругому разрушению;
• опыт № 3 – эквивалентный материал соответствует хрупкому разрушению.
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Следовательно, для дальнейших исследований трещиноватых горных пород
в упругопластической постановке, необходимо воспользоваться материалом и
способом его изготовления, как в опыте № 1.

Рис. 1. График разрушения образцов

2. Лабораторные испытания образцов с одиночной и ортогональной
системами трещиноватости. За основу одиночной системы трещиноватости
была взята одна наклонная трещина, которая располагалась под углами 0, 5,
20, 45, 60 градусов. Все эти углы падения трещины, кроме 60 градусов, для
сравнения были взяты из работы Д. Дира [16], а 60 градусов – из работы Р.Е.
Гудмана [17].

По матрице планирования эксперимента [18] было подобрано необходимое
число основных (первоначальных) физических экспериментов, которое соста-
вило от 1 до 3 для каждого угла наклона трещины. Сами трещины пилились
уже в готовой заготовке, когда она набрала необходимую прочность. Заполни-
тель трещины был представлен легкоплавным эквивалентным материалом [19],
который эквивалентен по деформационным и физико-механическим характе-
ристикам глинистому материалу. Далее были сделаны усредненные графики
экспериментов по каждому углу наклона трещины. Полученные графики для
сравнения были сведены в один, показанный на рисунке 2.

Полученные результаты испытаний с одиночной трещиной выявили пробле-
му с горизонтальной трещиной (угол падения 0 градусов). Полученные резуль-
таты отличались от остальных одиночных трещин в большую сторону в несколь-
ко раз. Поэтому было принято решение не рассматривать трещину 0 градусов
в дальнейшем. Так же наличие горизонтальной трещины в классификационной
системе RQD у Д. Дира [20] при длине образца менее 10 см является ослабля-
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Рис. 2. Результаты испытания одиночной трещины

ющим параметром для расчета крепости породы, вплоть до полного его разру-
шения.

Остальные эксперименты показали близкие характеристики друг к другу –
девиатор напряжения от 200 кПа до 1170 кПа, в среднем 600 кПа. При этом
для трещин с углом наклона в 60 и 45 градусов результаты измерений показали
близкие значения при любом боковом обжатии, а для трещины в 20 градусов
после 200 кПа бокового обжатия, когда значения девиатора были близкими к
значениям для других трещин, начали повышаться. Из этого следует, что для
решения задач с ортогональными трещинами необходимо обратить первостепен-
ное внимание на трещины с углами наклона 5, 20 и 60 градусов.

Для исследования ортогональных трещин были взяты образцы эквивалент-
ных материалов с рецептурой, описанной выше. Образцы распиливались ор-
тогональными взаимопересекающимися трещинами от геометрического центра
образца, и после трещины заполнялись расплавленным пластилином. Это поз-
волило «склеить» части образца. Были изготовлены образцы с углами 5, 20, 45,
60 и 90(0) градусов. Трещины с углом 90 градусов ранее не было. Эту трещину
ввели в связи с невозможностью в явном виде провести две ортогональные тре-
щины в 0 градусов и таким образом 90(0) градусов – это трещина вертикальная
и перпендикулярно ей горизонтальная.

После проведения 3–5 опытов с каждыми из углов наклона ортогональных
трещин были выбраны наиболее характерные результаты. Наиболее интересны-
ми представляются результаты, отвечающие углам 5, 20, 60 и 90(0) градусов.
Результаты испытаний приведены на рисунке 3.

По результатам проведенных испытаний ортогональных взаимопересекаю-
щихся трещин можно сделать вывод о том, что результаты для трещин 20 и
60 градусов совпали не только по времени испытания, но и по величине деви-
атора напряжений. Трещина с углом 5 градусов дольше всего сопротивлялась
разрушению – деформация образца составила 32 мм, при этом усредненная де-
формация остальных образцов составила около 15 мм. Самый большой девиатор
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Рис. 3. Результаты испытаний ортогональных трещин

1440 кПа отвечает ортогональной трещине 90(0) градусов, но для этого случая
наблюдается и самое малое время, затраченное на разрушение образца.

Следовательно, для первой, предварительной, трехмерной расчетной схемы
математического моделирования применены результаты моделирования образца
из эквивалентных материалов с ортогональными трещинами 90(0) градусов.

3. Численные исследования на основе математического моделиро-
вания. Дальнейшее исследование, намеченное после предварительного матема-
тического моделирования, направлено на оптимизацию математических моделей
в упругопластической постановке для расчета трещиноватых скальных масси-
вов. Но это задача будущего исследования.

Ниже приведены результаты математического моделирования с использова-
нием программного продукта ZSoil, реализующего метод конечных элементов.

Предварительно были построены двумерные расчетные схемы. Далее была
построена и рассчитана трехмерная модель с ортогональными трещинами 90(0)
градусов. Была принята математическая модель схематизации массива Кулона-
Мора. На рисунке 4 представлены результаты моделирования.

При математическом моделировании была принята кубическая форма образ-
ца. Учитывая масштабные коэффициенты, принятые в физическом моделирова-
нии образцов цилиндрической формы, к образцу были приложены соответству-
ющие нагрузки и воздействия (на расчетной схеме трехосная нагрузка услов-
но не показана). В результате установлено, что для последующих численных
экспериментов необходимо брать трехмерную модель цилиндрической формы с
иными масштабными коэффициентами.
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а)

б)
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в)

г)

Рис. 4. Результаты 3D моделирования образца природного трещиноватого массива с ортого-
нальными трещинами 90(0) градусов: а) – расчетная схема; б) главные напряжения по оси XX;

в) главные напряжения по оси YY; г) перемещения по оси Y.
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Выводы. Таким образом в результате проведенных исследований одиноч-
ной и ортогональных трещин было выявлено, что наиболее интересными для
дальнейшего анализа являются углы наклона трещин в 90(0) градусов и по-
этому, она была выбрана для предварительного математического моделирова-
ния. Математическая модель Кулона-Мора была применена для всех расчетов
в упругопластической постановке. При проведении предварительных расчетов
была выбрана кубическая форма образца со стороной 20 см в соответствии с
рассчитанными масштабными коэффициентами эквивалентного материала. Од-
нако полученные результаты указывают на необходимость пересмотра формы и
размеров расчетной схемы в пользу цилиндрической.

Поставленные цели и задачи данного исследования были решены и позволя-
ют определить задания будущих исследований: провести дополнительные физи-
ческие эксперименты в соответствии с теорией планирования эксперимента для
получения большей библиотеки результатов в целях последующего сравнения;
проведение экспериментов методом математического моделирования в объем-
ной постановке на цилиндрической расчетной схеме в соответствии с геометри-
ческими масштабными коэффициентами и сравнение полученных результатов с
данными физического моделирования.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ СТРУКТУРНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ
ГОРНОГО МАССИВА НА ПАРАМЕТРЫ СДВИЖЕНИЯ ЗЕМНОЙ
ПОВЕРХНОСТИ ПРИ ДОБЫЧЕ УГЛЯ

В статье определены факторы, влияющие на характер распределения сдвижений в горном
массиве и на земной поверхности. Установлена взаимосвязь граничных углов с упругими пара-
метрами горного массива, что позволяет обосновать несовпадение проектных зон локализации
деформаций с фактическими. Приведенные зависимости являются основой для математиче-
ского моделирования и интерпретации результатов полевых исследований.
Ключевые слова: подработка, свойства горных пород, граничные углы, модуль Юнга,
сдвижение земной поверхности.

Введение. В работах [1–2] установлено, что при сравнении расчетных па-
раметров мульды сдвижений с фактическими возникают погрешности опреде-
ления величины оседаний до 30 %, что приводит к существенному искажению
в проектах участков локализации всех видов относительных деформаций.

Согласно работам [3–4], параметры процесса сдвижения горных пород при
добыче угля зависят от физико-механических характеристик массива в целом, и
каждой горной породы, как его составляющей. Как указано в работах [3–4], свой-
ства горных пород практически всегда являются нелинейными. Однако, общая
закономерность деформируемости горных пород существует, ее можно выразить
в конкретных показателях физико-механических свойств. Разные горные поро-
ды имеют различную склонность к деформированию, и чем большим является
модуль упругости породы, тем большие нагрузки она способна выдерживать не
разрушаясь. Одним из наиболее полных пособий, содержащих характеристики
сухих горных, пород является «Справочник (кадастр) физических свойств гор-
ных пород» [5]. Данный источник отличается широким охватом территории, на
которой исследовались свойства различных горных пород.
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Влияние физико-механических свойств пород на процесс сдвижения горного
массива изучался рядом авторов. Так, в работе [6] отмечено значительное вли-
яние физико-механических свойств геоматериалов на фактические деформации
горного массива. В работе [7] указано, что одним из основополагающих пара-
метров, влияющих на деформации поверхности, является пористость горных
пород.

В работе [8] автор исследует влияние крепости горных пород на деформа-
ции горного массива и земной поверхности. В результате данного исследования
устанавливается статистическая связь между разностью измеренных и факти-
ческих оседаний, и показателем крепости горных пород, которая выражается
следующей эмпирической формулой

∆η = 0, 31 · P − 2, 54, (1)

где ∆η – разность между фактическими и расчетными оседаниями, мм; P –
средневзвешенная крепость горных пород, безразмерный параметр.

Учитывая указанную взаимосвязь, автор приводит формулу максимальных
оседаний, указанную в [9–10], к виду

ηpm = q0 ·m · cosα ·N1 ·N2 + 0, 31 · P − 2, 54, (2)

где q0 – относительная величина максимального оседания, безразмерная вели-
чина; m – вынимаемая мощность пласта или эффективная мощность пласта при
работе с закладкой выработанного пространства, м; α – угол падения пласта в
пределах очистной выработки, градус; N1, N2 – условные коэффициенты, ха-
рактеризующие степень подработанности земной поверхности, соответственно
вкрест простирания и по простиранию, безразмерные величины. При ее исполь-
зовании, сумма квадратов отклонения между фактическими и расчетными зна-
чениями снижается почти в три раза. Таким образом подтверждается тот факт,
что учет прочностных свойств пород при расчете оседаний земной поверхности
может существенно повышать качество прогноза.

Стоит отметить, что определяя величину сдвижений земной поверхности,
следует корректировать и зону локализации их максимальных проявлений, а
также размеры зоны влияния горной выработки на поверхность. Данный факт
подтверждается натурными наблюдениями, и требует проведения дополнитель-
ных исследований, что является целью данной работы.

1. Методика исследования. Нормативные документы [9–10] регламен-
тируют определение граничных углов на основе информации о марках угля,
что является интерпретацией косвенного учета физико-механических характе-
ристик горных пород, свойственных угленосному району.

В соответствии с распределением, указанным в нормативных документах
[9–10], и с учетом данных, приведенных в [11], для основных районов Донбасса
характерны показатели граничных углов, приведенные в таблице 1.

Стоит отметить, что согласно [11], упругие свойства горных пород указан-
ных в таблице районов увеличиваются в соответствии с повышением степени
метаморфизма углей.
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Таблица 1. Граничные углы,
характерные для различных районов Донбасса

Название района Марки углей [11] Граничные углы [9,10]
Алмазно-

Марьевский
угленосный район

Г, Ж, К, ОС 70

Боково-
Хрустальский

угленосный район
А 75

Гуково-Зверевский
угленосный район А 75

Донецко-
Макеевский К, Д, Ж, КЖ 70

Миллеровский ДБ, Г, Г-Ж 70
Ореховский А 75

Торезо-
Снежнянский Т, ПА, А 75

Западный Донбасс Д, Г+К 65

На основе анализа марочного состава углей и свойств песчаников в разных
угледобывающих районах Донбасса можно сделать вывод о наличии прямой
взаимосвязи величины граничного угла и прочностных (упругих) параметров
массива. Взаимосвязь граничного угла с модулем упругости песчаников, ото-
бранных на глубинах 400–500 метров, согласно [5], в районах с различными
марками угля от ДГ до А, приведены на рисунке 1.

Рис. 1. График взаимосвязи граничного угла с модулем упругости песчаников,
отобранных на глубинах 400–500 метров
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Немаловажным замечанием является тот факт, что упругие параметры гор-
ного массива не являются константой, и существенно изменяются в результате
многократной подработки. Стоит отметить, что на территории Донбасса по-
давляющее большинство шахт отрабатывало более 3 пластов, а зоны влияния
горных выработок зачастую пересекаются, образовывая принципиально новую
геомеханическую систему, в которой развиваются принципиально новые зако-
номерности сдвижения горного массива и земной поверхности (рис. 2).

Рис. 2. Часть разреза зон влияния горных выработок шахты «Комсомолец Донбасса»
в пределах города Кировское

Действующие нормативные документы не в полной мере позволяют оценить
влияние степени подработанности горного массива на изменение его свойств, что
приводит к отклонениям расчетных и фактических зон влияния горных работ
на сотни метров (рис. 3) [12].

С увеличением мульды сдвижения будет происходить и изменение участ-
ка локализации максимальных относительных деформаций, несущих опасность
для объектов поверхности. Определение характера распределения деформаций
по простиранию в полумульде, согласно [9], производится на основании следу-
ющей зависимости

εx = 0, 5a0
ηm
L3
S′′(zx)S(zy), (3)
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Рис. 3. Отклонение фактических оседаний от расчетных

где ηm – максимальное оседание земной поверхности, мм; L3 – длина полу-
мульды по простиранию пласта, м; a0 – относительная величина максимального
горизонтального сдвижения, безразмерная величина; S′′(zx), S(zy) – значения
функций единичных кривых оседаний [9], безразмерные величины.

При этом показатель L3 в условиях полной подработки с учетом особенно-
стей структуры рельефа определяется как

L3 = (Hi − h− hм) · ctg δ0 + hм · ctg δ0м + h · ctgφ0 +Hi · ctg ψ3, (4)

где L3 – длина полумульды по простиранию пласта, м; Hi – динамическая глу-
бина разработки, м; h – мощность наносов, м; hм – мощность мезозойских от-
ложений, м; δ0 – граничные углы соответственно по простиранию, градус; φ0 –
граничные углы в наносах, градус; δ0м – граничные углы в мезозойских отло-
жениях, градус; ψ3 – углы полных сдвижений в соответствии с [9], градус.

Пример расчета зон влияния горных работ с разницей в плане граничных
углов в 5 градусов приведен на рисунке 4.

Стоит отметить, что на сегодняшний день вопросы изменения механических
свойств горного массива при подработке изучены довольно слабо. Однако, су-
ществует ряд исследований по изучению влияния многократной подработки на
параметры проницаемости. Согласно исследованиям [13], в результате много-
кратной подработки проницаемость горных пород может увеличиваться до пяти
порядков.

Для перехода от значений проницаемости к значениям модуля Юнга воз-
можно воспользоваться соотношением, приведенным в работе [14]:

E = 8, 1 · Ts(1/kpr)1/2, (5)

где E – модуль Юнга, МПа; Ts – эффективная поверхностная энергия, Дж/м2;
kpr – коэффициент проницаемости, Дарси.
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Рис. 4. Зоны влияния идентичных горных выработок при граничном угле 70 градусов
и при граничном угле 65 градусов

2. Анализ результатов. Как видно из приведенной зависимости, увеличе-
ние на один порядок коэффициента проницаемости горных пород приводит к
снижению упругих свойств массива в 3–4 раза. Стоит отметить, что согласно
существующим исследованиям, в пределах купола полных сдвижений проница-
емость горных пород может изменяться до 5 порядков.

Учитывая наличие взаимосвязи граничного угла и модуля упругости горных
пород, приведенного на рисунке 1, закономерно утверждать, что возможно су-
щественное изменение граничных углов при многократной подработке горного
массива, что, в свою очередь, ведет к изменению участков локализации горизон-
тальных сдвижений и относительных горизонтальных деформаций в пределах
мульды (рис. 5).

Рис. 5. Распределение деформаций земной поверхности при прочих равных условиях и при
граничных углах 70 градусов и 60 градусов
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Выводы. На основании проведенных исследований подтверждается наличие
влияния параметров отработанных ранее горизонтов на величину граничного
угла при отработке нижележащих пластов. Установлена взаимосвязь гранич-
ных углов с упругими параметрами горного массива, что позволяет обосновать
несовпадение проектных зон локализации деформаций с фактическими. Уточне-
ние взаимосвязи модуля Юнга с базовыми прочностными и фильтрационными
характеристиками горного массива может являться основой для интерпрета-
ции результатов полевых исследований с использованием методов разведочной
геофизики. Приведенные зависимости являются базовыми для уточнения пара-
метров деформирования земной поверхности на основании методов математи-
ческого моделирования.
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of earth’s surface displacement during coal mining.

The article defines the factors influencing the nature of the distribution of displacements in the
rock mass and on the earth’s surface. The relationship between the boundary angles and the elastic
parameters of the rock mass is established, which allows us to justify the discrepancy between the
design zones of deformation localization and the actual ones. The given dependencies are the basis
for mathematical modeling and interpretation of the results of field studies.
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