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ТРЕХМЕРНЫЙ ЧАСТОТНЫЙ АНАЛИЗ
КУСОЧНО-НЕОДНОРОДНОЙ ПРИЗМЫ

В статье рассмотрен численно-аналитический алгоритм решения пространственной задачи
об установившихся колебаниях кусочно-неоднородной упругой области. В рамках модального
анализа проведено исследование спектра резонансных частот и собственных форм колебаний
в зависимости от упругих и геометрических параметров области.
Ключевые слова: волновое поле, локальные напряжения, частотный спектр, краевой ре-
зонанс, прямоугольная призма, модальный анализ.

Введение. Эксплуатация элементов конструкций и деталей машин на ча-
стотах, близких к резонансным, обычно имеет катастрофические последствия.
Предупреждение вредных последствий резонансных явлений является важной
научно-технической задачей. При этом усложненные физико-механические ха-
рактеристики не дают возможность провести расчет собственных частот анали-
тически. Анализ спектра частот существенно усложняется в случае неоднород-
ности материала области. Возникающая локальная концентрация напряжений
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в сингулярных зонах неоднородной области на границах раздела сред с раз-
личными упругими характеристиками требует разработки уточнённой методи-
ки расчета, что позволит избежать резонансных явлений при виброэксплуатации
неоднородных ограниченных тел и правильно подобрать рабочие режимы виб-
ронагружения. Актуальным является и вопрос выбора геометрических и кон-
структивных параметров деформируемой области. Решение этих проблем суще-
ственно повысит сроки эксплуатации и надежность элементов конструкций. В
современных практических приложениях наблюдается повсеместное использо-
вание функционально-градиентных неоднородных и кусочно-неоднородных ма-
териалов. Спектр собственных частот таких материалов существенно отличает-
ся от соответствующих спектров частот для однородных материалов. Уже на
уровне анализа спектра частот однородной области можно сделать некоторые
выводы о наличии краевых динамических эффектов в окрестности резонанс-
ных частот, важнейшим из которых является краевой резонанс [1, 2]. Картина
распределения локальных зон концентрации напряжений в неоднородном и, осо-
бенно, – в кусочно-неоднородном теле, существенно усложняется и зависит от
частотного параметра вибронагружения [2]. В данной работе в качестве объ-
екта исследования выбрана трехмерная упругая кусочно-неоднородная призма
с особыми зонами концентрации напряжений в угловых точках области и на
внутренних поверхностях раздела сред с различными механическими характе-
ристиками. Это обусловлено, во-первых, независимостью характера локальной
концентрации напряжений от геометрии стыкуемых областей [3] и, во-вторых,
повсеместным использованием подобных элементов с высокими прочностными
характеристиками в технике [4]. Исследование спектра собственных частот для
однородных балок с прямоугольным поперечным сечением не представляет осо-
бых затруднений и может быть выполнено по различным методикам [3–5]. Од-
нако, не представляется возможности использовать эти результаты ни для про-
гнозирования времени работы таких элементов, ни, тем более, для уточненно-
го анализа динамических характеристик волнового поля при режимах работы,
близких к резонансным. Вычисление собственных частот и анализ собственных
форм колебаний в зависимости от различных усложненных разрывных физико-
механических характеристик объекта представляет несомненный практический
и научный интерес. При этом необходим анализ зависимости механических ха-
рактеристик волнового поля в пределах изменения упругих и геометрических
параметров исследуемой области.

Цель данной работы – качественный и количественный пространственный
анализ математических и механических характеристик волнового поля. Объект
исследования – ограниченная призматическая кусочно-неоднородная область с
характерными зонами локальной концентрации напряжений. Основной задачей
является исследование спектра собственных частот и собственный форм коле-
баний в окрестности нерегулярных точек границы области и на внутренней гра-
нице раздела областей в зависимости от геометрии и упругих параметров сты-
куемый областей. В статье поставлены и решены следующие задачи:
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Трехмерный частотный анализ кусочно-неоднородной призмы

1. Создание геометрических и расчетных моделей пространственных изо-
тропных упругих областей с различным характером разрыва механических ха-
рактеристик и, соответственно, с различной геометрией неоднородности.

2. Создание методики численного расчета спектра резонансных частот в про-
граммном комплексе ANSYS. Численное исследование проводится для модели,
не имеющей начальных напряжений.

3. Определение динамических характеристик напряженно-деформированного
состояния при установившихся колебаниях исследуемой составной области

4. Численный сравнительный анализ локальных характеристик волнового
поля на различных резонансных частотах с целью определения наиболее опас-
ных, с точки зрения прочности, собственных частот.

5. Исследование влияния геометрии стыкуемых областей на характер ло-
кальной концентрации напряжений.

6. Формулировка выводов проведенного анализа и перспектив дальнейших
исследований.

1. Постановка задачи и численное исследование. Первым этапом ис-
следования является определение и анализ спектра резонансных частот тела,
состоящего из трех состыкованных однородных призматических трехмерных об-
ластей с различными упругими параметрами (рис.1).

Рис. 1. Геометрия области

Численный анализ спектра частот основан на компьютерном моделировании
и последующем модальном анализе в конечно-элементном комплексе ANSYS
Mechanical 2019 R2. В данной работе приведен расчет свободных колебаний без
учета предварительных напряжений.

Материал внешних наплавок областей – магний, материал внутренней обла-
сти – конструкционная сталь (Structural Steel). Они, соответственно, представ-
лены в библиотеке материалов программного комплекса. Тестовая модель внут-
ренней области представляет собой прямоугольную пластину, линейный размер
которой по оси x равен 0.22 м, по оси z – 0.08 м. Ширина внешних областей при
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α=0◦ – 0.02 м, и в численном анализе α может варьироваться, в связи с чем
форма наплавок будет трапецией. Толщина призмы h изменяется в пределах от
0.001 м до 0.03 м.

При численном анализе определялись первые 14 собственных частот и соб-
ственных форм колебаний. Вид стыковки внутренней области и наплавок –
жесткое сцепление. Граница контакта по предположению является гладкой для
гладкой границы раздела областей. При исследовании волновых характеристик
никакие условия закрепления на призматическую область не накладывалось.
Поскольку при таких условиях данная область имеет шесть степеней свободы
(три линейные и три угловые), то первые шесть собственных («твердотельных»)
форм игнорировались. Данные формы не имеют физического смысла при уста-
новившихся колебаниях.

На рисунке 2 представлена зависимость значений найденных резонансных
частот от толщины призмы при α=0. Если увеличивать толщину призматиче-
ской области от 0.001 м до 0.03 м, то масса всего тела увеличивается и значения
собственных частот растут. На рисунке 2 отчетливо видно, что скорость увеличе-
ния значения резонансной частоты растет в зависимости от её номера. Начиная
от значения толщины h ≈ 9 ·10−3 м появляется постоянная частота ωr≈3100 Гц,
не изменяющаяся с дальнейшим увеличением толщины, которую можно считать
частотой толщинного краевого резонанса и которая не зависит от толщины [6,
7]. Порядковый номер частоты ωr уменьшается с ростом значения h (линия 1 на
рис. 2). При дальнейшем росте толщины появляется еще одна такая более вы-
сокая частота (линия 2 на рис. 2). Как показали дальнейшие расчеты, краевые
эффекты на этой частоте выражены гораздо слабее.

Рис. 2. Зависимость спектра собственных частот от толщины призмы

Наиболее действенным способом предотвращения разрушения конструкций
при резонансе является выбор режима вибрационной нагрузки и геометрии тела,
при которой собственная частота колебаний отличается от ее рабочей частоты.
Наиболее актуален этот вывод для первых собственных форм и, особенно, для
собственной формы колебаний на частоте краевого резонанса. Поэтому, пред-
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ставляется интересным качественный и количественный анализ распределения
характеристик волнового поля в сингулярных зонах границы тела и в окрест-
ности внутренних поверхностей раздела. Результаты численного анализа для
кусочно-неоднородной трехмерной призмы представлены на рисунках 3–6, где
изображены эпюры изменения собственных напряжений σx на внешней границе
тела на различных частотах при α=20◦.

Рис. 3. Распределение напряжений σx на 3-й собственной частоте

Распределение напряжений существенно зависит от номера собственной ча-
стоты. Если на третьей собственной частоте практически отсутствуют зоны ло-
кальной концентрации напряжений, то уже на шестой эти зоны ярко выражены
(локальные напряжения увеличиваются в 2,5 раза). Прочностный расчет на этой
частоте обязательно должен учитывать максимальные значения растягивающих
и сжимающих напряжений в зоне концентраторов напряжений.

Рис. 4. Распределение напряжений σx на 6-й собственной частоте

Практически на всех частотах имеем несколько зон концентрации напряже-
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ний, для которых обычные теории прочности не применимы. На основе анализа
данных представленных рисунков, можно сделать вывод, что, если не учитывать
локальную концентрацию напряжений, ошибка может достигать 800%.

Рис. 5. Распределение напряжений σx на 7-й собственной частоте

Рис. 6. Распределение напряжений σx на 8-й собственной частоте

Следует отметить, что с увеличением толщины призмы локальные и крае-
вые динамические эффекты затухают. Это можно объяснить следствием обще-
го увеличения массы тела. Однако, даже при большой массе тела, локальные
динамические эффекты сохраняют выраженный характер. Особенно явно это
прослеживается на частотах краевого резонанса.

Следующий этап численного анализа связан с изучением влияния геомет-
рии стыкуемых областей, а именно угла асимметрии α на величину и характер
распределения локальных напряжений. На рисунках 7–8 представлено распре-
деление нормальных напряжений σx на 7-й собственной частоте при α=200 и
α=500. При увеличении значения угла α на некоторых частотах наблюдается
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ярко выраженная концентрация напряжений на внешней границе наплавок и
у внешних вершин области, что так же следует рассматривать, как повод для
конструктивных изменений подобных неоднородных элементов конструкций.

Рис. 7. Распределение напряжений σx на 7-й собственной частоте при α=20◦

Рис. 8. Распределение напряжений σx на 7-й собственной частоте при α=50◦

Из данных на представленных рисунках следует, что с увеличением значе-
ния α и, соответственно, с увеличением массы наплавок, интенсивность локаль-
ной концентрации напряжений существенно увеличивается. Наблюдается рост
максимальных напряжений в 7 раз. Это нужно обязательно учитывать при про-
ектировании неоднородных элементов конструкций.

При больших значениях α наблюдается существенная концентрация напря-
жений по толщине области. На рисунке 9 представлено распределение поля на-
пряжений σx на торце трехмерной области при α=60◦ и на частоте краевого ре-
зонанса ω=66041 Гц. Сжимающие напряжения достигают на этой частоте своей
максимальной величины, значительно превышающей соответствующие значе-
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ния на всем рассматриваемом частотном диапазоне. При малых значениях α и
на других резонансных частотах этот эффект отсутствует.

Рис. 9. Распределение напряжений σx на 7-й собственной частоте при α=60◦

Выводы. По данному исследованию справедливы следующие выводы.
1. С ростом толщины призматического тела наблюдается рост значений ре-

зонансных частот. Скорость роста значений частот возрастает с увеличением
номера собственной частоты.

2. На спектре частот, начиная с некоторого значения толщины, появляют-
ся частоты краевого резонанса, характеризующиеся появлением плато в спек-
тральной области. Это является причиной появления пограничных эффектов
при установившихся колебаниях области.

3. Характер динамического напряженно-деформированного состояния при
резонансных колебаниях существенно зависит от номера собственной частоты.
С увеличением номера собственной частоты интенсивность локальной концен-
трации напряжений увеличивается. Но на высоких частотах локальные дина-
мические эффекты затухают.

4. При увеличении массы наплавок и угла асимметрии области растет интен-
сивность локальной концентрации напряжений и появляются зоны интенсивно-
сти на торце области. Представленный модальный анализ свободных колебаний
кусочно-неоднородной упругой призматической области является первым эта-
пом динамического анализа, т.к. на его основе можно проводить анализ вынуж-
денных колебаний и нестационарных задач.

В качестве перспектив дальнейших исследований можно предложить следу-
ющие направления исследования.

1. Изменение геометрии стыкуемых областей. Переход к анализу свободных
колебаний несимметричных кусочно-неоднородных областей.

2. Рассмотрение различных сочетаний упругих параметров наплавок и внут-
ренней области, что, конечно, скажется на величине интенсивности локальной
концентрации напряжений. Возможно рассмотрение колебаний области, состо-
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ящей из трех состыкованных призматических тел, каждое из которых имеет
разные упругие характеристики.

3. Одним из направлений исследования может стать рассмотрение наплавок
или внутренней области, выполненных из функционально-градиентных матери-
алов.

4. Анализ собственных форм при таком значении угла асимметрии, при ко-
тором наплавки сойдутся. В этом случае возникнет стык трех областей. Анализ
напряженного состояния в такой сингулярной точке несомненно представляет
интерес.

1. Ватульян А.О. Об оценке законов радиальной неоднородности в цилиндрическом волно-
воде / А.О. Ватульян, В.О. Юров // Акуст. журн. – 2020. – Т. 66. – № 2. – С. 119–127.
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гих сред / Л.П. Вовк. – Донецк: Норд–Пресс, 2004. – 267 с.
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Осуществлено построение дисперсионных уравнений для продольно-сдвиговых нормальных
волн обобщенного плоского напряженного состояния вдоль углового окружного направления
в тонкой изотропной концентрической кольцевой пластине в замкнутой аналитической форме.
Рассмотрены случаи задания на граничных контурах рассматриваемых пластин однотипных
условий отсутствия механических напряжений либо жесткой заделки, а также сочетаний раз-
личных условий указанного типа на противоположных контурах. Спецификой полученных
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цилиндрических функций. Приведены отдельные результаты численного анализа полученных
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ми прикладных проектных расчетов в механике машин и механизмов, строи-
тельной механике, ультраакустической диагностике, акустоэлектронике [1–6]. В
работах [7–10] представлены результаты теоретических исследований по про-
блемам распространения круговых и спирально-винтовых нормальных волн в
протяженном полом изотропном цилиндрическом волноводе, а также получены
отдельные результаты расчета мод нормальных волн кругового типа в полом
упругом цилиндре со свободными граничными поверхностями. Исследования по
данной проблематике, относящиеся к анализу эффектов распространения волн
изгиба в тонких изотропных и трансверсально-изотропных однородных и со-
ставных кольцевых пластинах при различных краевых условиях на граничных
контурах на основе прикладной теории, представлены в публикациях [11–16].
Они являются основой для дальнейшего расширения круга рассматриваемых
актуальных аспектов в изучении дисперсионных, кинематических и энергетиче-
ских свойств нормальных окружных волн деформаций в тонких пластинах.

В этой связи, целью излагаемых в настоящей работе исследований является
получение дисперсионных соотношений для продольно-сдвиговых нормальных
волн вдоль окружного углового направления в тонких изотропных кольцевых
пластинах в рамках модели их динамического обобщенного плоского напряжен-
ного состояния [17].

1. Основные соотношений рассматриваемой модели. Рассматривают-
ся волноводы замкнутой геометрии в виде тонких концентрических кольцевых
пластин, занимающих в отнесенных к нормирующему параметру R∗ полярных
координатах Orθ области S = {R1 ≤ r ≤ R2, 0 ≤ θ < 2π}. В рамках модели
динамического обобщенного плоского напряженного состояния пластин, анализ
процессов их волнового деформирования может быть сведен к определению па-
ры волновых потенциалов Φ̃(r, θ, t), Ψ̃(r, θ, t) из уравнений

(D2 − ρR2
∗(λ+ μ)(4μ(λ+ μ))−1∂2t )Φ̃(r, θ, t) = 0,

(D2 − ρR2
∗μ

−1∂2t )Ψ̃(r, θ, t) = 0,
(1)

где D2 – двумерный оператор Лапласа в полярных координатах Orθ; λ, μ, ρ
– параметры Ламе и плотность материала пластины; R∗ – нормирующий па-
раметр для величин с линейной размерностью расстояний, в данном случае –
для радиусов граничных контуров Rj; ∂t = ∂/∂t. При описании потенциалами
гармонических нормальных волн с циклической частотой ω и волновым числом
k вдоль кружного углового направления θ в рассматриваемых пластинах

Φ̃(r, θ, t) = Φ(r) exp(−i(ωt− kθ)), Ψ̃(r, θ, t) = Ψ(r) exp(−i(ωt− kθ)), (2)

функции Φ(r),Ψ(r), в свою очередь, определяются из уравнений

(D2 + α2)Φ(r) = 0, (D2 + β2)Ψ(r) = 0, (3)

α2 = ρR2
∗ω

2(λ+ 2μ)(4μ(λ + μ))−1, β2 = ρR2
∗ω

2μ−1, (4)
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и выражаются через специальные цилиндрические функции [18]

Φ(r) = a1Jk(αr) + a2Yk(αr), Ψ(r) = b1Jk(βr) + b2Yk(βr). (5)

При этом совокупность характеристик динамического напряженно-деформиро-
ванного состояния описывается соотношениями

ur(r, θ, t) = (∂rΦ(r) + r−1ikΨ(r)) exp(−i(ωt− kθ)) =

= (a1((α/2)(Jk−1(αr)− Jk+1(αr)) + a2((α/2)(Yk−1(αr)− Yk+1(αr))+

+b1ikr
−1Jk(βr) + b2ikr

−1Yk(βr)) exp(−i(ωt− kθ));

(6)

uθ(r, θ, t) = (ikr−1Φ(r)− ∂rΨ(r)) exp(−i(ωt− kθ)) =

= (a1ikr
−1Jk(αr) + a2ikr

−1Yk(αr)− b1((β/2)(Jk−1(βr)− Jk+1(βr))−
−b2((β/2)(Yk−1(βr)− Yk+1(βr))) exp(−i(ωt− kθ));

(7)

σrr(r, θ, t) =

= −2μ((aα2 + r−1∂r − r−2k2)Φ(r) + ik(r−2 − r−1∂rΨ(r)) exp(−i(ωt− kθ)) =

= −2μ(a1(r
−1(α/2)(Jk−1(αr)− Jk+1(αr)) + (aα2 − r−2k2)Jk(αr))+

+a2(r
−1(α/2)(Yk−1(αr)− Yk+1(αr)) + (aα2 − r−2k2)Yk(αr))+

+b1(ikr
−2Jk(βr)− ikr−1(β/2)(Jk−1(βr)− Jk+1(βr))+

+b2(ikr
−2Yk(βr)− ikr−1(β/2)(Yk−1(βr)− Yk+1(βr))) exp(−i(ωt− kθ));

(8)

σθθ(r, θ, t) =

= 2μ(((1 − a)α2 + r−1∂r − r−2k2)Φ(r) + ik(r−2 − r−1∂rΨ(r)) exp(−i(ωt− kθ)) =

= 2μ(a1(r
−1(α/2)(Jk−1(αr)− Jk+1(αr)) + ((1− a)α2 − r−2k2)Jk(αr))+

+a2(r
−1(α/2)(Yk−1(αr)− Yk+1(αr)) + ((1− a)α2 − r−2k2))Yk(αr))+

+b1(ikr
−2Jk(βr)− ikr−1(β/2)(Jk−1(βr)− Jk+1(βr))+

+b2(ikr
−2Yk(βr)− ikr−1(β/2)(Yk−1(βr)− Yk+1(βr))) exp(−i(ωt− kθ));

(9)

σrθ(r, θ, t) =

= 2μ((ikr−1∂r − ikr−2)Φ(r) + (β2/2− r−2k2 + r−1∂r)Ψ(r)) exp(−i(ωt− kθ)) =

= 2μ(a1(ikr
−1(α/2)(Jk−1(αr)− Jk+1(αr))− r−2ikJk(αr))+

+a2(ikr
−1(α/2)(Yk−1(αr)− Yk+1(αr))− r−2ikYk(αr))+

+b1(ikr
−1(β/2)(Jk−1(βr)− Jk+1(βr))− r−2ikJk(βr))+

+b2(ikr
−1(β/2)(Yk−1(βr)− Yk+1(βr))− r−2ikYk(βr))) exp(−i(ωt− kθ)).

(10)

2. Формулировки дисперсионных соотношений. Получаемые диспер-
сионные уравнения являются следствиями оговариваемых однородных краевых
условий на граничных контурах рассматриваемых пластин при подстановке в
них выражений (6)–(10). Рассматриваемыми комбинированными вариантами
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краевых условий являются задаваемые в различных сочетаниях на внутреннем
и внешнем краях пластины условия свободного от напряжений контура

(σrr(r, θ, t))r=Rj = 0, (σrθ(r, θ, t))r=Rj = 0, (11)

жестко закрепленного контура

(ur(r, θ, t))r=Rj = 0, (uθ(r, θ, t))r=Rj = 0, (12)

либо контура с тонким абсолютно гибким нерастяжимым покрытием

(σrr(r, θ, t))r=Rj = 0, (uθ(r, θ, t))r=Rj = 0. (13)

Во всех указанных случаях дисперсионное соотношение представляет собой ра-
венство нулю функционального определителя матрицы однородной системы ли-
нейных алгебраических уравнений четвертого порядка относительно неопреде-
ленных постоянных a1, a2, b1, b2

F (ω, k) = det ‖ϑpq(ω, k)‖ = 0 (p, q = 1, 4). (14)

В частности, в случае волновода с закрепленными внутренним и внешним кон-
турами

ϑ11 = (α/2)(Jk−1(αR1)− Jk+1(αR1),

ϑ12 = (α/2)(Yk−1(αR1)− Yk+1(αR1),

ϑ13 = ikR−1
1 Jk(βR1), ϑ14 = ikR−1

1 Yk(βR1);

ϑ21 = ikR−1
1 Jk(αR1), ϑ22 = ikR−1

1 Yk(αR1),

ϑ23 = −(β/2)(Jk−1(βR1)− Jk+1(βR1),

ϑ24 = −(β/2)(Yk−1(βR1)− Yk+1(βR1);

ϑ31 = (α/2)(Jk−1(αR2)− Jk+1(αR2),

ϑ32 = (α/2)(Yk−1(αR2)− Yk+1(αR2),

ϑ33 = ikR−1
2 Jk(βR2), ϑ34 = ikR−1

2 Yk(βR2);

ϑ41 = ikR−1
2 Jk(αR2), ϑ42 = ikR−1

2 Yk(αR2),

ϑ43 = −(β/2)(Jk−1(βR2)− Jk+1(βR2),

ϑ44 = −(β/2)(Yk−1(βR2)− Yk+1(βR2).

(15)

В случае волновода в виде кольцевой пластины со свободным внутренним и
закрепленным внешним контурами
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ϑ11 = R−1
1 (α/2)(Jk−1(αR1)− Jk+1(αR1)) + (aα2 −R−2

1 k2)Jk(αR1),

ϑ12 = R−1
1 (α/2)(Yk−1(αR1)− Yk+1(αR1)) + (aα2 −R−2

1 k2)Yk(αR1),

ϑ13 = ikR−2
1 Jk(βR1)− ikR−1

1 (β/2)(Jk−1(βR1)− Jk+1(βR1)),

ϑ14 = ikR−2
1 Yk(βR1)− ikR−1

1 (β/2)(Yk−1(βR1)− Yk+1(βR1));

ϑ21 = ikR−1
1 (α/2)(Jk−1(αR1)− Jk+1(αR1))−R−2

1 ikJk(αR1),

ϑ22 = ikR−1
1 (α/2)(Yk−1(αR1)− Yk+1(αR1))−R−2

1 ikYk(αR1),

ϑ23 = ikR−1
1 (β/2)(Jk−1(βR1)− Jk+1(βR1))−R−2

1 ikJk(βR1),

ϑ24 = ikR−1
1 (β/2)(Yk−1(βR1)− Yk+1(βR1))−R−2

1 ikYk(βR1);

ϑ31 = (α/2)(Jk−1(αR2)− Jk+1(αR2), ϑ32 = (α/2)(Yk−1(αR2)− Yk+1(αR2),

ϑ33 = ikR−1
2 Jk(βR2), ϑ34 = ikR−1

2 Yk(βR2);

ϑ41 = ikR−1
2 Jk(αR2), ϑ42 = ikR−1

2 Yk(αR2),

ϑ43 = −(β/2)(Jk−1(βR2)− Jk+1(βR2), ϑ44 = −(β/2)(Yk−1(βR2)− Yk+1(βR2).

(16)

В случае волновода в виде кольцевой пластины с закрепленным внутренним и
свободным внешним контурами

ϑ11 = (α/2)(Jk−1(αR1)− Jk+1(αR1),

ϑ12 = (α/2)(Yk−1(αR1)− Yk+1(αR1),

ϑ13 = ikR−1
1 Jk(βR1), ϑ14 = ikR−1

1 Yk(βR1);

ϑ21 = ikR−1
1 Jk(αR1), ϑ22 = ikR−1

1 Yk(αR1),

ϑ23 = −(β/2)(Jk−1(βR1)− Jk+1(βR1),

ϑ24 = −(β/2)(Yk−1(βR1)− Yk+1(βR1);

ϑ31 = R−1
2 (α/2)(Jk−1(αR2)− Jk+1(αR2)) + (aα2 −R−2

2 k2)Jk(αR2),

ϑ32 = R−1
2 (α/2)(Yk−1(αR2)− Yk+1(αR2)) + (aα2 −R−2

2 k2)Yk(αR2),

ϑ33 = ikR−2
2 Jk(βR2)− ikR−1

2 (β/2)(Jk−1(βR2)− Jk+1(βR2)),

ϑ34 = ikR−2
2 Yk(βR2)− ikR−1

2 (β/2)(Yk−1(βR2)− Yk+1(βR2));

ϑ41 = ikR−1
2 (α/2)(Jk−1(αR2)− Jk+1(αR2))−R−2

2 ikJk(αR2),

ϑ42 = ikR−1
2 (α/2)(Yk−1(αR2)− Yk+1(αR2))−R−2

1 ikYk(αR2),

ϑ43 = ikR−1
2 (β/2)(Jk−1(βR2)− Jk+1(βR2))−R−2

2 ikJk(βR2),

ϑ44 = ikR−1
2 (β/2)(Yk−1(βR2)− Yk+1(βR2))−R−2

2 ikYk(βR2).

(17)

В случае волновода с закрепленным внутренним и имеющим тонкое гибкое
нерастяжимое покрытие внешним контурами

ϑ11 = (α/2)(Jk−1(αR1)− Jk+1(αR1), ϑ12 = (α/2)(Yk−1(αR1)− Yk+1(αR1),

ϑ13 = ikR−1
1 Jk(βR1), ϑ14 = ikR−1

1 Yk(βR1);

ϑ21 = ikR−1
1 Jk(αR1), ϑ22 = ikR−1

1 Yk(αR1),

ϑ23 = −(β/2)(Jk−1(βR1)− Jk+1(βR1), ϑ24 = −(β/2)(Yk−1(βR1)− Yk+1(βR1);

(18)
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ϑ31 = R−1
2 (α/2)(Jk−1(αR2)− Jk+1(αR2)) + (aα2 −R−2

2 k2)Jk(αR2),

ϑ32 = R−1
2 (α/2)(Yk−1(αR2)− Yk+1(αR2)) + (aα2 −R−2

2 k2)Yk(αR2),

ϑ33 = ikR−2
2 Jk(βR2)− ikR−1

2 (β/2)(Jk−1(βR2)− Jk+1(βR2)),

ϑ34 = ikR−2
2 Yk(βR2)− ikR−1

2 (β/2)(Yk−1(βR2)− Yk+1(βR2));

ϑ41 = ikR−1
2 Jk(αR2), ϑ42 = ikR−1

2 Yk(αR2),

ϑ43 = −(β/2)(Jk−1(βR2)− Jk+1(βR2), ϑ44 = −(β/2)(Yk−1(βR2)− Yk+1(βR2).

Параметр a в формулах (15)–(17) имеет вид

a = 2(λ+ μ)/(λ+ 2μ).

Соотношения (4), (14)–(17) являются базовыми для проведения численных
исследований дисперсионных свойств волн рассматриваемого типа. Расчет кине-
матических и силовых характеристик волн изучаемого типа для точки (ωm, km)
из некоторой рассчитанной моды дисперсионного спектра может быть реали-
зован с использованием соотношений (6)–(10) при значениях вышеуказанных
параметров круговой частоты и волнового числа, в которых

a1m = det ‖ϑpq(ωm, km)‖ (p, q = 2, 4),

a2m = − det ‖ϑpq(ωm, km)‖ (p = 2, 4; q = 1, q = 3, 4),

b1m = det ‖ϑpq(ωm, km)‖ (p = 2, 4; q = 1, 2; q = 4),

b2m = − det ‖ϑpq(ωm, km)‖ (p = 2, 4; q = 1, 3).

(19)

3. Результаты вычислительных экспериментов. Вычислительные экс-
перименты по расчету действительных корней дисперсионного уравнения (13)
реализованы на базе разработки специализированного программного приложе-
ния применительно к варианту тонкой кольцевой пластины с закрепленными
внутренним и внешним контурами из меди с параметрами Ламе λ = 9.12 ·
1010 Па, μ = 4.70 · 1010 Па и плотностью ρ = 8.96 · 103 кг/м3 при задании
элементов дисперсионного определителя в виде (14). Для расчетов выбирались
значения параметров размеров пластины R̃1 = 0.4 м, R̃2 = 0.8 м и R̃1 = 0.2 м,
R̃2 = 0.8 м.

В случае выбора значения нормирующего параметра R∗ = 1 м, величины
параметров a, α и β для волн циклической частоты ω [рад/с] в рассматриваемой
пластине составляют

a = 1.49, α = 2.53 · 10−4ω, β = 4.37 · 10−4ω.

На рисунке 1 представлены результаты расчета низшей действительной моды
исследуемого спектра для пластины с закрепленными внутренним и внешним
контурами при R̃1 = 0.4 м, R̃2 = 0.8 м, а на рисунке 2 – для пластины с R̃1 =
0.2 м, R̃2 = 0.8 м. Найденные значения ненулевых частот запирания данной
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Рис. 1. Низшая действительная мода дисперсионного спектра окружных нормальных волн
обобщенной плоской деформации для кольцевой пластины с закрепленными граничными

контурами R̃1 = 0.4 м, R̃2 = 0.8 м

Рис. 2. Низшая действительная мода дисперсионного спектра окружных нормальных волн
обобщенной плоской деформации для кольцевой пластины с закрепленными граничными

контурами R̃1 = 0.2 м, R̃2 = 0.8 м.

моды соответственно составляют 18110 рад/с в первом случае и 12680 рад/с во
втором случае задания размеров пластины.

Как следует из рисунков, рассчитанные ветви характеризуются существен-
ной мерой дисперсии в достаточно компактных окрестностях частот запирания,
и при дальнейшем наращивании частотного параметра траектории приобретают
выраженный асимптотический характер.

Выводы. В результате проведенных исследований получены дисперсион-
ные соотношения для продольно-сдвиговых нормальных волн, распространяю-
щихся вдоль окружного углового направления в тонких изотропных кольце-
вых пластинах. Исследуемые волновые процессы описываются в рамках модели
их динамического обобщенного плоского напряженного состояния. Представле-
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ны аналитические выражения для элементов функциональных дисперсионных
определителей четвертого по- рядка применительно к случаям пластин с закреп-
ленными внутренним и внешним контурами, пластин со свободным внутренним
и закрепленным внешним контурами, с закрепленным внутренним и свободным
внешним контурами, с закрепленным внутренним и имеющим тонкое гибкое
нерастяжимое покрытие внешним контурами. Представляемая методика апро-
бирована применительно к тонкой кольцевой пластине из меди с закрепленны-
ми внутренним и внешним контурами; для различных сочетаний внутреннего и
внешенего радиусов рассчитаны низшие действительные ветви дисперсионных
спектров с найденными ненулевыми частотами запирания.

Полученные результаты являются основой для дальнейшего исследования
дисперсионных, кинематических и энергетических характеристик окружных нор-
мальных волн обобщенного плоского напряженного состояния в кольцевых и
составных кольцевых пластинах.
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Waves of generalized plane strain in the circular direction of a thin ring plate.

The construction of dispersion equations for longitudinal-shear normal waves of a generalized plane
stress state along the angular circumferential direction in a thin isotropic concentric annular plate
in a closed analytical form has been carried out. Cases of setting the same type of conditions
for the absence of mechanical stresses or rigid embedding on the boundary contours of the plates
under consideration, as well as combinations of various conditions of the specified type on opposite
contours, are considered. The specificity of the resulting equations is the simultaneous inclusion
of the desired wave number parameter in the expressions of coefficient algebraic factors and in
the index expressions of special cylindrical functions. Separate results of numerical analysis of the
obtained dispersion relations are presented.
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СДВИГОВЫЕ ЭЛЕКТРОУПРУГИЕ ВОЛНЫ В
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНОМ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОМ
СЛОЕ С РАЗНОТИПНОЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ
НЕОДНОРОДНОСТЬЮ МЕХАНИЧЕСКИХ И ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ
СВОЙСТВ

Предложен итерационный алгоритм численно-аналитического интегрирования системы урав-
нений в частных производных, описывающей распространение связанных нормальных элек-
троупругих волн сдвигового типа в слое функционально-градиентной пьезокерамики с пере-
менными по толщине разнотипными экспоненциальными зависимостями для параметра плот-
ности и для параметров деформационных и электрических свойств материала. Базисные ре-
шения волновых уравнений получены в форме векторных экспоненциальных рядов. Сформу-
лированы дисперсионные уравнения для исследуемых нормальных волн при отдельных вари-
антах электромеханических краевых условий на гранях слоя.
Ключевые слова: слой функционально-градиентной пьезокерамики, поперечная экспоненци-
альная неоднородность, различие изменяемостей плотности и электромеханических свойств,
нормальные сдвиговые электроупругие волны, динамические уравнения электромеханическо-
го деформирования, базисные частные решения, алгоритм последовательных приближений,
экспоненциальные ряды с векторными коэффициентами, дисперсионные уравнения.
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с применением аддитивных технологий функционально-градиентных пьезоке-
рамических материалов является актуальной задачей в связи с прикладными
конструкторскими расчетами при проектировании акустоэлектронных радио-
компонентов [1–5]. Здесь можно констатировать, что наряду с применением
в этих целях универсальных стандартизированных приложений для конечно-
элементного расчетного анализа соответствующих расчетных моделей, большой
интерес представляет дальнейшее развитие численно-аналитических методов
анализа математических моделей волновых процессов в непрерывно-неоднород-
ных пьезоактивных средах [6–10], в том числе разработка все более эффектив-
ных алгоритмов исследования волновых процессов в функционально-градиент-
ных пьезоэлектрических волноводах с расширенными возможностями верифи-
кации получаемых результатов. В свою очередь, важным элементом в развитии
методик расчетного анализа моделей распространения электроупругих волн в
неоднородных пьезоэлектрических средах является учет различий в значени-
ях параметров достаточно широко используемых в современных исследованиях
экспоненциальных функциональных [11–13] зависимостей, описывающих попе-
речную неоднородность деформационных и электрических свойств пьезоактив-
ных материалов и их неоднородную по толщине плотность.

В контексте данных соображений, цель реализуемых в настоящей работе ис-
следований заключается в разработке численно-аналитического итерационного
алгоритма построения базисных векторных частных решений систем диффе-
ренциальных уравнений, описывающих распространение связанных стационар-
ных нормальных электроупругих волн сдвигового типа в слое функционально-
градиентной пьезокерамики с переменными по толщине и задаваемыми разно-
типными экспоненциальными зависимостями для параметра плотности и пара-
метров деформационных и электрических свойств материала.

1. Система основных соотношений рассматриваемой модели. Рас-
сматривается занимающий область V = {x1 ∈ [−h, h], (x2, x3) ∈ R2} в коор-
динатном пространстве Ox1x2x3 слой функционально-градиентного линейно-
поляризованного пьезокерамического материала класса 6mm гексагональной
системы с осью поляризации Ox3, обладающего переменными вдоль координаты
по толщине слоя физико-механическими свойствами. Система уравнений свя-
занного динамического деформирования пьезоэлектриков, описывающая рас-
пространение вдоль оси Ox2 в рассматриваемом слое нормальных сдвиговых
поляризованных вдоль координатного направления Ox3 в плоскости слоя элек-
троупругих SH-волн, может быть записана в форме

∂1σ13 + ∂2σ23 − ρ(x1)ü3 = 0, ∂1D1 + ∂2D2 = 0, ∂j = ∂/∂xj (j = 1, 2); (1)

σ13 = c44(x1)∂1u3 + e15(x1)∂1φ, σ23 = c44(x1)∂2u3 + e15(x1)∂2φ, (2)

D1 = −ε11(x1)∂1φ+ e15(x1)∂1u3, D2 = −ε11(x1)∂2φ+ e15(x1)∂2u3, (3)

где u3(x1, x2, t), φ(x1, x2, t) – соответственно комплексные функции динамиче-
ских упругих смещений и потенциала квазистатического электрического поля в
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SH-волне; σ13, σ23 – комплексные функции сдвиговых механических напряжений
в исследуемых волнах; D1, D2 – комплексные функции индукции квазистатиче-
ского электрического поля; cij(x1), eij(x1), εij(x1), ρ(x1) – соответственно экспо-
ненциальные функциональные характеристики распределений модулей упруго-
сти, параметра плотности, пьезоэлектрических и диэлектрических параметров
поперечно-неоднородного пьезокерамического материала по толщине слоя, опи-
сываемые соотношениями вида

cij(x1) = cij0 exp(λx1), eij(x1) = eij0 exp(λx1), εij(x1) = εij0 exp(λx1); (4)

ρ(x1) = ρ0λ exp(λx1) + ρ0μ exp(μx1). (5)

Система соотношений (1)–(3) дополняется следующими частными вариантами
однородных электромеханических краевых условий на плоских гранях слоя:

– грани свободны от механических усилий и имеют нанесенные тонкие ко-
роткозамкнутые электроды

(σ13(x1, x2, t))x1=±h = 0, (φ(x1, x2, t))x1=±h = 0; (6)

– грани закреплены и имеют нанесенные тонкие короткозамкнутые электро-
ды

(u3(x1, x2, t))x1=±h = 0, (φ(x1, x2, t))x1=±h = 0; (7)

– грани закреплены и контактируют с вакуумом (разреженным газом)

(u3(x1, x2, t))x1=±h = 0, (D1(x1, x2, t))x1=±h = 0. (8)

При подстановке соотношений (2), (3) в (1), получаемые в качестве следствия
в рассматриваемом случае уравнения относительно u3(x1, x2, t), φ(x1, x2, t), пер-
воначально принимают вид

∂1(c44∂1u3) + c44∂
2
2u3 + ∂1(e15∂1φ) + e15∂

2
2φ− ρü3 = 0,

∂1(e15∂1u3) + e15∂
2
2u3 − ∂1(ε11∂1φ)− ε11∂

2
2φ = 0,

(9)

а затем, с введением для характеристик исследуемых волн с круговой частотой
ω и волновым числом k представлений

u3(x1, x2, t) = u30(x1) exp(−i(ωt− kx2)),

φ(x1, x2, t) = φ0(x1) exp(−i(ωt− kx2)),
(10)

могут быть записаны в форме

c440u
′′
30(x1) + e150φ

′′
0(x1) + (ρ0λω

2 − c440k
2)u30(x1)− e150k

2φ0(x1)+

+λ(c440u
′
30(x1) + e150φ

′
0(x1)) = −ρ0μω2 exp(γx1)u30(x1),

e150u
′′
30(x1)− ε110φ

′′
0(x1)− c440k

2u30(x1) + ε110k
2φ(x1)+

+λ(e150u
′
30(x1)− ε110φ

′
0(x1)) = 0,

(11)
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где γ = μ− λ.
Далее система обыкновенных дифференциальных уравнений (11) преобра-

зуется к следующему матричному виду

(A1∂
2
1 +A2∂1 +A3)Φ(x1) = B exp(γx1)Φ(x1). (12)

Здесь

Φ(x1) =

(
u30(x1)
φ0(x1)

)
; (13)

A1, A2, A3, B – матрицы второго порядка с постоянными элементами вида:

A1 =

(
c440 e150
e150 −ε110

)
, A2 =

(
λc440 λe150
λe150 −λε110

)
,

A3 =

(
ρ0λω

2 − c440k
2 −e150k2

−e150k2 ε110k
2

)
, B =

(
ρ0μω

2 0
0 0

)
.

(14)

К системе вида (12), на первом этапе получения дисперсионных соотношений
для рассматриваемых типов нормальных волн, применяется итерационный ал-
горитм аналитического интегрирования [14–19].

2. Итерационный векторно-матричный алгоритм интегрирования
дифференциального уравнения модели. В применяемом итерационном ал-
горитме для искомой вектор-функции Φ(x1) вводится исходное представление

Φ(x1) = Φ0(x1) + Φ1(x1) + Φ2(x1) + ...+Φn(x1) + ... (15)

в котором
(A1∂

2
1 +A2∂1 +A3)Φ0(x1) = 0, (16)

(A1∂
2
1 +A2∂1 +A3)Φ1(x1) = eγx1BΦ0(x1), . . . , (17)

(A1∂
2
1 +A2∂1 +A3)Φn(x1) = eγx3B Φn−1(x3) (18)

На этапе анализа задачи начального приближения по определению базисных
решений системы однородных дифференциальных уравнений (16) (12) с посто-
янными коэффициентами, применение метода Эйлера с введением функции

ϑ(δ) = δ2 + λδ − k2, (19)

приводит к полиномиальному характеристическому уравнению относительно
параметра δ четвертой степени

ϑ(δ)((c440ε110 + e2150)ϑ(δ) + ρ0λε110ω
2) = 0

с корнями

δj = (−λ+ (−1)j(λ2 + 4k2)1/2)/2 (j = 1, 2);

δj = (−λ+ (−1)j(λ2 − 4((ρ0λε110ω
2)(c440ε110 + e2150)

−1 − k2)1/2)/2

(j = 3, 4);

(20)
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в результате чего базисные частные решения (16) могут быть представлены в
виде

Φ0j(x1) = ζ
0j
exp(δjx1),

ζ
0j

= (0, e150)
T (j = 1, 2),

ζ
0j

= (ε110, e150)
T (j = 3, 4).

(21)

После нахождения в форме (21) четырех базисных решений (16) построение
отвечающих им базисных решений (12) осуществляется с применением итераци-
онного алгоритма (16)–(17) при выборе последовательных приближений Φnj(x1)
в виде

Φ1j(x1) = ζ
1j
exp((δj + γ)x1),

Φ2j(x1) = ζ
2j
exp((δj + 2γ)x1), ...,

Φnj(x1) = ζ
nj

exp((δj + nγ)x1),

(22)

где
ζ
nj

= Q−1
nj

B ζ(±)
n−1,j

, Q
nj

= A1(δj + nγ)2 +A2(δj + nγ) +A3.

В итоге, базисные решения (5) имеют следующие явные аналитические пред-
ставления

Φj(x1) =

∞∑
n=0

ζ
nj

exp((δj + nγ)x3) (j = 1, 4),

ζ
nj

= Q−1
nj
BQ−1

n−1,j
B · ... ·Q−1

1j
Bζ

0j
.

(23)

На базе применения критерия Даламбера может быть сделано заключение
относительно абсолютной сходимости по норме векторных экспоненциальных
рядов в представлениях (23) с учетом выполняющегося свойства

lim
n→∞

∣∣∣(∥∥∥ζ
n+1,j

∥∥∥ exp((δj + (n+ 1)γ)x3))/(
∥∥∥ζ

nj

∥∥∥ exp((δj + nγ)x3))
∣∣∣ < 1. (24)

3. Дисперсионные соотношения для волноводов рассматриваемо-
го типа. На базе соотношений (2)–(4), (13), (23), применительно к волновым
процессам исследуемого типа можно записать следующие представления для их
комплексных амплитудных характеристик

Φ(x1) = d1Φ1(x1) + d2Φ2(x1) + d3Φ3(x1) + d4Φ4(x1),

Φj(x1) =

(
Φ
(1)
j (x1)

Φ
(2)
j (x1)

)
;

(25)

u30(x1) = d1Φ
(1)
1 (x1) + d2Φ

(1)
2 (x1) + d3Φ

(1)
3 (x1) + d4Φ

(1)
4 (x1),

φ0(x1) = d1Φ
(2)
1 (x1) + d2Φ

(2)
2 (x1) + d3Φ

(2)
3 (x1) + d4Φ

(2)
4 (x1);

(26)

27



Д.С. Карасев, С.В. Сторожев, В.А. Шалдырван

σ130(x1) = exp(λx1)(d1(c440∂1Φ
(1)
1 (x1) + e150∂1Φ

(2)
1 (x1))+

+d2(c440∂1Φ
(1)
2 (x1) + e150∂1Φ

(2)
2 (x1)) + d3(c440∂1Φ

(1)
3 (x1) + e150∂1Φ

(2)
3 (x1))+

+d4(c440∂1Φ
(1)
4 (x1) + e150∂1Φ

(2)
4 (x1))),

σ230(x1) = exp(λx1)(d1(c440ikΦ
(1)
1 (x1) + e150ikΦ

(2)
1 (x1))+

+d2(c440ikΦ
(1)
2 (x1) + e150ikΦ

(2)
2 (x1)) + d3(c440ikΦ

(1)
3 (x1) + e150ikΦ

(2)
3 (x1))+

+d4(c440ikΦ
(1)
4 (x1) + e150ikΦ

(2)
4 (x1)));

(27)

D10(x1) = exp(λx1)(d1(e150∂1Φ
(1)
1 (x1)− ε110∂1Φ

(2)
1 (x1))+

+d2(e150∂1Φ
(1)
2 (x1)− ε110∂1Φ

(2)
2 (x1)) + d3(e150∂1Φ

(1)
3 (x1)− ε110∂1Φ

(2)
3 (x1))+

+d4(e150∂1Φ
(1)
4 (x1)− ε110∂1Φ

(2)
4 (x1))),

D20(x1) = exp(λx1)(d1(e150ikΦ
(1)
1 (x1)− ε110kΦ

(2)
1 (x1)) + d2(e150ikΦ

(1)
2 (x1)−

−ε110ikΦ(2)
2 (x1)) + d3(e150ikΦ

(1)
3 (x1)− ε110ikΦ

(2)
3 (x1))+

+d4(e150ikΦ
(1)
4 (x1)− ε110ikΦ

(2)
4 (x1))).

(28)

Получение соотношений (26)–(28) позволяет, в частности, записать искомые дис-
персионные уравнения для краевых условий (6)–(8) в форме равенств нулю
функциональных определителей для матриц следующих из краевых условий си-
стем однородных алгебраических уравнений относительно неопределенных по-
стоянных коэффициентов dq

F (ω, k) = det ‖τpq‖ = 0 (p, q = 1, 4),

где для случая (6)

τ1q = c440∂1Φ
(1)
q (h) + e150∂1Φ

(2)
q (h), τ2q = c440∂1Φ

(1)
q (−h) + e150∂1Φ

(2)
q (−h),

τ3q = Φ(2)
q (h), τ4q = Φ(2)

q (−h);
(29)

для случая (7)

τ1q = Φ(1)
q (h), τ2q = Φ(1)

q (−h), τ3q = Φ(2)
q (h), τ4q = Φ(2)

q (−h); (30)

для случая (8)

τ1q = Φ(1)
q (h), τ2q = Φ(1)

q (−h),
τ3q = e150∂1Φ

(1)
q (h)− ε11∂1Φ

(2)
q (h), τ4q = e150∂1Φ

(1)
q (−h)− ε11∂1Φ

(2)
q (−h).

(31)

Заключение. Итогом проведенных исследований является разработка чис-
ленно-аналитического итерационного алгоритма построения базисных вектор-
ных частных решений систем дифференциальных уравнений, описывающих рас-
пространение сдвиговых нормальных электроупругих волн слое функционально-
градиентной пьезокерамики с переменными по толщине свойствами, задаваемы-
ми разнотипными экспоненциальными зависимостями для параметра плотности
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Сдвиговые электроупругие волны в функционально-градиентном пьезокерамическом слое

и параметров деформационных и электрических свойств. Базисные решения по-
лучены в форме векторных экспоненциальных рядов, коэффициенты которых
определяются векторно-матричными рекуррентными соотношениями. Реализо-
вано также получение аналитической формы дисперсионных соотношений для
исследуемых электроупругих сдвиговых волн в некоторых отдельных случаях
задания однородных краевых электромеханических условий на гранях слоя.
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An iterative algorithm for the numerical-analytical integration of a system of partial differential
equations, which describes the propagation of coupled normal electroelastic shear-type waves in a
layer of functional-gradient piezoceramics with different types of exponential dependences varying in
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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКАЯ МЕТОДИКА РАСЧЕТА
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ
АНИЗОТРОПНОГО ГОРНОГО МАССИВА
С ВЕРТИКАЛЬНОЙ ВЫРАБОТКОЙ

В работе предложена методика построения решения трехмерных уравнений теории упругости
анизотропной среды, являющейся материалом массива горных пород с вертикальной выработ-
кой. Массив моделируется полупространством, находящимся под действием сил собственного
веса. Полученное общее представление для функций перемещений выражено через три анали-
тические функции обобщенных комплексных переменных. Полученное решение удовлетворяет
граничным условиям на границе полупространства и содержит произвол для удовлетворения
условиям на боковой поверхности выработки. Приведены результаты численных исследова-
ний.
Ключевые слова: анизотропный горный массив, вертикальная выработка, обобщенные ком-
плексные переменные, напряженное состояние.

Введение. Для идеально упругого изотропного тяжелого массива в работе
[1] были определены напряжения вблизи вертикальной цилиндрической выра-
ботки кругового сечения. Аналогичные результаты для трансверсально-изотроп-
ного массива были получены в работе [2]. В статье [3] рассматривается слоистый
массив, состоящий из попарно чередующихся изотропных упругих слоев. В ре-
зультате усреднения упругих модулей данный массив с горизонтальным напла-
стованием пород моделируется однородным трансверсально-изотропным полу-
пространством с плоскостью изотропии, перпендикулярной к вертикальной оси.
Полученные решения являются точными и выписаны в явном виде. Для случая
массива из материала без горизонтальной плоскости изотропии получить анали-
тическое решение не удается. В данной статье строится численно-аналитическое
решение задачи о напряженно-деформированном состоянии вблизи вертикаль-
ной полости в анизотропном массиве, обладающем плоскостью упругой симмет-
рии.

1. Постановка задачи. Рассматривается массив горных пород, ограничен-
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ный горизонтальной плоскостью (дневная поверхность), который отнесен к пря-
моугольной декартовой системе координат Oxyz, где плоскость Oxy совпадает
с дневной поверхностью. От плоскости Oxy вглубь массива вдоль оси Oz прове-
дена вертикальная выработка в виде цилиндрической полости эллиптического
сечения. Требуется определить напряженно-деформированное состояние масси-
ва около полости от действия сил собственного веса.

Считается, что свойства горных пород в разных направлениях различны и
для описания их поведения используется модель упругого анизотропного тела.
Линейная связь между напряжениями и деформациями, выраженная обобщен-
ным законом Гука, имеет вид [2]

εi =

6∑
k=1

aikσk (1)

или

σi =
6∑

k=1

Aikεk, (2)

где aik – коэффициенты деформации, а Aik – модули упругости (i = 1, 6).
Для компактной записи уравнений (1) и (2) введены следующие обозначения

σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6 для σx, σy, σz, τyz, τxz, τxy;

ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6, для εx, εy, εz, γyz, γxz, γxy.

Уравнения (1) или (2) вместе с уравнениями равновесия

∂1σ1 + ∂2σ6 + ∂3σ5 +X = 0, ∂1σ6 + ∂2σ2 + ∂3σ4 + Y = 0,

∂1σ5 + ∂2σ4 + ∂3σ3 + Z = 0 (3)

и уравнениями связи между деформациями и проекциями перемещения

ε1 = ∂1u1, ε2 = ∂2u2, ε3 = ∂3u3, ε4 = ∂2u3 + ∂3u2,

ε5 = ∂1u3 + ∂3u1, ε6 = ∂1u2 + ∂2u1 (4)

образуют полную систему дифференциально-алгебраических соотношений, опи-
сывающих упругие процессы в анизотропных средах. В уравнениях (3) и (4)
введены обозначения: ∂1 = ∂/∂x, ∂2 = ∂/∂y, ∂3 = ∂/∂z.

Массив рассматривается как тяжелое упругое полупространство, свободное
от напряжений на дневной поверхности, т.е. имеют место граничные условия

σ3 = σ4 = σ5 = 0 при z = 0. (5)

Для определения компонент напряжений и перемещений необходимо проин-
тегрировать уравнения (1)–(4) при условиях (5). Проекции вектора перемещений
uk(x, y, z) и напряжения σi(x, y, z) представляются в виде сумм

32



Численно-аналитическая методика расчета напряженно-деформированного состояния

uk = u0k + u∗k (k = 1, 2, 3), σi = σ0i + σ∗i (i = 1, 6), (6)

где функции u0k и σ
0
i определяют решение в нетронутом массиве, а u

∗
k и σ

∗
i –

отражают влияние выработок.
2. Перемещения и напряжения в сплошном анизотропном массиве

от действия сил собственного веса.Для определения компонент напряженно-
деформированного состояния в нетронутом массиве под действием сил тяжести
полагается, что толща пород представлена однородной по плотности породой,
т.е. плотность ρ = const. Отсутствие границ в направлении осей Ox и Oy накла-
дывает ограничения на компоненты напряжений и перемещений. Они не долж-
ны зависеть от этих координат. Поэтому

u0k = u0k(z) (k = 1, 2, 3), σ0i = σ0i (z) (i = 1, 6).

Для определения величин u0k и σ
0
i в нетронутом массиве необходимо проинте-

грировать уравнения равновесия (3) и уравнения закона Гука (1) при условиях
(5) на границе полупространства. В принятой системе координат объемные силы
имеют вид

X = Y = 0, Z = ρg = γ,

где g – ускорение свободного падения.
В результате можно получить

σ0i = τσ03 = −τiγz (i = 1, 6), (7)

u0k = −αkγz
2/2 + ck (k = 1, 2, 3). (8)

Здесь введены обозначения τ3 = 1, τ4 = τ5 = 0, а величины τ1, τ2, τ6 и αk

определяются из системы уравнений

ai1τ1 + ai2τ2 + ai6τ6 = −ai3τ3 (i = 1, 2, 6),

и соотношений

α1 =

6∑
n=1

a5nτn, α2 =

6∑
n=1

a4nτn, α3 =

6∑
n=1

a3nτn.

Выражения для напряжений (7) и перемещений (8) получены для случая
общей анизотропии. Они содержат в частных случаях решения для изотропной
и трансверсально-изотропной сред, которые были предложены в работах [1, 2].

3. Перемещения и напряжения в массиве с вертикальными выра-
ботками. Поле перемещений и напряжений, которое формируется за счет появ-
ления в массиве вертикальных выработок, описывается функциями u∗k(x, y, z),
которые являются результатом интегрирования однородных уравнений равно-
весия (3), с учетом условий (5).
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Проекции вектора перемещений представляются в виде двух слагаемых

u∗k = zvk(x, y) + Vk(x, y, z) (k = 1, 2),

u∗3 = v3(x, y) + V3(x, y, z).

Функции v1, v2 и v3 здесь определяют основное поле перемещений, возникающее
в массиве с выработками. Малые слагаемые Vk описывают дополнительное поле
перемещений, которое вводится для удовлетворения условиям (5):

Vk = zpwk1 +
z3

3!
pwk3 + ... для (k = 1, 2); V3 =

z2

2
pw32 +

z4

4!
pw34 + .... (9)

Функция p(z) = exp(−αz) здесь введена для обеспечения сходимости рядов (9)
в области Ω = (z ≥ 0) изменения переменной z. Подбором величины α функ-
ции (9) можно сделать сколь угодно малыми и не учитывать при проведении
численных исследований. Функция p(z) аппроксимируется в области Ω кусочно-
постоянной функцией. Для этого в области изменения переменной z вводится
сетка zk = kl (k = 0, 1, 2, ...) и подобласти Ωq = [zq−1, zq+1] (q = 1, 2, ...). Каждой
подобласти Ωq ставится в соответствие постоянная по переменной z функция
pq = exp(−αzq−1). Эти функции аппроксимируют функцию p(z) = exp(−αz)
в подобласти Ωq. Точность аппроксимации повышается за счет более мелкого
разбиения области с сохранением тех же кусочно-постоянных функций.

Напряжения находятся из уравнений закона Гука (2). Удовлетворяя гранич-
ным условиям (5) и однородным уравнениям равновесия (3) можно получить:

– представления для напряжений

σ∗i = z [(Ai1∂1 +Ai6∂2) v1 + (Ai6∂1 +Ai2∂2) v2] (i = 1, 2, 6) ,

σ∗i = (1− p) [Ai4 (v2 + ∂2v3) +Ai5 (v1 + ∂1v3)] (i = 4, 5) , (10)

σ∗3 = (z − zp) [(A31∂1 +A36∂2) v1 + (A36∂1 +A32∂2) v2] ;

– систему дифференциальных уравнений относительно функций vk

L11v1 + L12v2 = 0, L12v1 + L22v2 = 0, L31v1 + L32v2 + L33v3 = 0, (11)

где

L11 = A11∂
2
1 + 2A16∂1∂2 +A66∂

2
2 , L12 = A16∂

2
1 + (A12 +A66)∂1∂2 +A26∂

2
2 ,

L22 = A66∂
2
1 + 2A26∂1∂2 +A22∂

2
2 , L33 = A55∂

2
1 + 2A45∂1∂2 +A44∂

2
2 ,

L31 = (A31 +A55)∂1 + (A45 +A36)∂2, L32 = (A54 +A36)∂1 + (A32 +A44)∂2;

– функции wkn, входящие в разложения (9).
Функции wkn и напряжения выражаются через функции vk и их производ-

ные. Общее решение системы уравнений (11) выражается через три аналитиче-
ские функции обобщенных комплексных переменных zj = x+ μjy:
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vk = 2Re
2∑

j=1

dkjϕ
′
j(zj) (k = 1, 2), v3 = 2Re

3∑
j=1

d3jϕj(zj).

Полные напряжения и перемещения (6), возникающие в весомом полупро-
странстве с вертикальными выработками для материала, имеющего плоскость
упругой симметрии, с учетом соотношений (10) через комплексные функции
принимают вид

σi = 2Re
[
ri1ϕ

′′
1 + ri2ϕ

′′
2

]
z − τiγz (i = 1, 2, 6),

σ3 = 2Re
[
r31ϕ

′′
1 + r32ϕ

′′
2

]
(z − zp)− τ3γz,

σi = 2Re
[
ri1ϕ

′
1 + ri2ϕ

′
2 + ri3ϕ

′
3

]
(1− p) (i = 4, 5); (12)

uk = 2Re
[
dk1ϕ

′
1 + dk2ϕ

′
2

]
z (k = 1, 2),

u3 = 2Re [d31ϕ1 + d32ϕ2 + d33ϕ3] z − α3γz
2/2 + c3.

где

rik = Ai1d1k +Ai2d2kμk +Ai6 (d2k + d1kμk) (i = 1, 2, 3, 6; k = 1, 2) ,

rik = Ai4 (d2k + d3kμk) +Ai5 (d1k + d3k) (i = 4, 5; k = 1, 2, 3) .

Представления для напряжений (12) точно удовлетворяют уравнениям рав-
новесия (3) и условиям (5).

4. Граничные условия для незакрепленной эллиптической выра-
ботки. Первые два граничных условия

n1σ1 + n2σ6 = 0, n1σ6 + n2σ2 = 0,

на свободных контурах выработок с учетом представлений (12) и выражений
для направляющих косинусов n1 = cos(nx) = dy/ds, n2 = cos(ny) = −dx/ds,
приводятся к виду

2Re
(
μ1ϕ

′
1 + μ2ϕ

′
2

)
= γ (τ1y − τ6x) , 2Re

(
ϕ′
1 + ϕ′

2

)
= γ (τ2x− τ6y) . (13)

Эти условия позволяют независимо от третьего граничного условия опре-
делить функции ϕ1 и ϕ2. Напряжения σi (i = 1, 2, 3, 6) вычисляются по соот-
ветствующим формулам (12). Для вычисления напряжений σ4 и σ5 необходимо
определить функцию ϕ3. Она находится из третьего граничного услoвия

n1σ5 + n2σ4 = 0. (14)

Для эллиптического контура, уравнение которого задано в параметрической
форме x = a cos(θ), y = b sin(θ), условия (14) можно записать так

y′
3∑

i=1

(r5iϕ
′
i + r̄5iϕ̄

′
i)− x′

3∑
i=1

(r4iϕ
′
i + r̄4iϕ̄

′
i) = 0. (15)
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Функции, отображающие внешность единичного круга на внешности эллип-
тических контуров в областях определения потенциалов ϕk(zk), имеют вид [4]

zk = Rkςk +mk/ςk, Rk = (a− iμkb)/2, mk = (a+ iμkb)/2.

Представления для функций ϕ′
1 и ϕ′

2 выбираются в виде

ϕ′
k = αk/ςk (k = 1, 2). (16)

Для α1 и α2 из условий (13) получаются уравнения

μ1α1 + μ2α2 = γ(τ1bi− τ6a)/2, α1 + α2 = γ(τ2a− τ6bi)/2.

Функция ϕ′
3 представляется в виде разложения в ряд

ϕ′
3 = β1/ς3 + β2/ς

3
3 + β3/ς

5
3 + ... . (17)

После подставки представлений (16) и (17) в условия (15), методом рядов
можно получить систему уравнений относительно коэффициентов разложения
(17)

β1δ3 + β̄1δ̄3 = −2Re (α1δ1 + α2δ2) ; (18)

β2 = − (β1γ3 + α1γ1 + α2γ2) /δ3, βn+1 = −βnγ3/δ3 (n = 2, 3, 4, ...),

δk = br5k − air4k, γk = br5k + air4k (k = 1, 2, 3). (19)

Для нахождения коэффициентов β1 и β̄1 к уравнению (18) необходимо доба-
вить условие однозначности функции u3. Это условие получается из представ-
ления (12) после интегрирование функций (16) и (17)

β1d33R3 − β̄1d̄33R̄3 = − (α1d31R1 − ᾱ1d̄31R̄1 + α2d32R2 − ᾱ2d̄32R̄2

)
. (20)

5. Численные исследования. Численные исследования проведены для
случаев, когда варьировались геометрия эллиптического сечения выработки и
материал, из которого сложены горные породы. В качестве материала выби-
рался алевролит 1, алевролит 2 и гранит изотропный, которые соответственно
обозначаются А1, А2 и ГИ. Упругие постоянные этих материалов при совпа-
дении плоскости изотропии с плоскостью Oxy приведены в таблице 1 [5], где
E = 9.81 · 103 МПа.

Таблица 1. Упругие постоянные геоматериалов
Материал E1/E E2/E G2/E ν1 ν2 ρ

A1 6.210 5.680 2.290 0.215 0.260 2700
A2 1.074 0.523 0.120 0.413 0.198 2700
ГИ 4.200 4.200 1.720 0.220 0.220 2500

В исследованиях рассматривался массив, ослабленный выработкой эллипти-
ческого сечения с полуосями a и b, направленными соответственно вдоль осей Ox

36



Численно-аналитическая методика расчета напряженно-деформированного состояния

и Oy. Полуось a принималась равной двум метрам, а b - варьировалась. Расчеты
проведены для случаев когда b = 1, b = 2 или b = 3 метрам. Соответствующие
случаи будем обозначать через Э1, К(круговое) и Э2.

В таблице 2 приведены результаты расчетов для круговой выработки. Зна-
чения напряжений σ1/γz и σ2/γz для обозначенных выше горных пород, даны
в точках массива, расположенных вне контура выработки вдоль оси Ox. Напря-
жения при x = ∞ соответствует случаю нетронутого массива.

Таблица 2. Напряжения для круговой выработки вдоль оси Ox

Напряжения Породы 2 4 6 8 10 ∞
А1 0 -0.272 -0.322 -0.340 -0.348 -0.362

σ1/γH А2 0 -0.520 -0.616 -0.649 -0.665 -0.693
ГИ 0 -0.212 -0.251 -0.264 -0.271 -0.282
А1 -0.724 -0.453 -0.402 -0.385 -0.377 -0.362

σ2/γH А2 -1.386 -0.866 -0.770 -0.736 -0.720 -0.693
ГИ -0.564 -0.353 -0.313 -0.300 -0.293 -0.282

Следует отметить, что напряжения σ1/γz и σ2/γz, вычисленные по форму-
лам (12), полностью совпадают с напряжениями σr/γz и σθ/γz, вычисленны-
ми в работе [2]. Из результатов, данных в таблице, следует, что напряжения
σ2/γz = σθ/γz на контуре круговой выработки будут максимальнами по абсо-
лютной величине. Они вдвое превышают напряжения в тех же точках нетро-
нутого массива, которые даны в колонке x = ∞. При удалении от выработки
напряжения, учитывающие ее влияние, быстро затухают, и на расстоянии двух
диаметров от выработки для приведенных материалов составляют не более че-
тырех процентов от напряжений в нетронутом массиве.

В таблице 3 приведены результаты расчетов для выработок, пройденных в
массиве из материала А2. Напряжения для различных конфигураций эллипти-
ческого контура даны в тех же точках, что и в таблице 2.

Таблица 3. Напряжения для породы А2 вдоль оси Ox

Напряжения Контуры 2 4 6 8 10 ∞
Э1 0 -0.709 -0.702 -0.698 -0.696 -0.693

σ1/γH К 0 -0.520 -0.616 -0.649 -0.665 -0.693
Э2 0 -0.346 -0.507 -0.580 -0.618 -0.693
Э1 -2.771 -0.828 -0.745 -0.721 -0.711 -0.693

σ2/γH К -1.386 -0.866 -0.770 -0.736 -0.720 -0.693
Э2 -0.929 -0.864 -0.792 -0.745 -0.734 -0.693

Если для круговой выработки значения напряжений σθ/γz на контуре есть
величина постоянная для конкретного материала, то для эллиптических конту-
ров они меняются от точки к точке. Так, для Э1 величина σθ/γz меняется от
–2.771 в точке пересечения контура с осью Ox до –1.154 в точке пересечения
с осью Oy; для Э2 она лежит в пределах от –0.929 до –2.078 в тех же точках
контура; для кругового контура она равна -1.386 и вдвое превышает значение в
нетронутом массиве. При удалении от контура на расстояние до двух 2a влия-
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ние выработки составляет для рассмотренных случаев около десяти процентов
от напряжений в нетронутом массиве.

Проведены также исследования для случаев, когда плоскость изотропии по-
вернута по отношению к горизонту на 900, а полуось a – на произвольный угол
к оси Ox. Значения напряжений при этом качественно не отличаются от приве-
денных в таблице 3.

Выводы. По итогам исследований установлено, что во всех рассмотренных
случаях напряжения являются сжимающими. Наиболее равнопрочной выработ-
кой, в случае, когда плоскость изотропии совпадает с плоскостью Oxy, является
выработка кругового сечения, так как вокруг нее образуется равномерно рас-
пределенное поле напряжений. Если же плоскость изотропии наклонена к гори-
зонту, то возможен поиск подходящей конфигурации выработки с точки зрения
более равномерного распределения вокруг нее напряжений.

Исследования проводились в ФГБОУ ВО «ДонГУ» в рамках государствен-
ного задания (№ госрегистрации 1023030100040-4- 1.1.2;2.3.1).
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R.N. Neskorodev
Numerical and analytical method for calculating the stress-strain state of an anisotropic
rock mass with a vertical excavation.

The paper proposes a method for constructing a solution of three-dimensional equations of the
theory of elasticity of an anisotropic body, which is an mass of rocks with vertical excavation.
The array is modeled by a half-space under the action of its own weight forces. The general
representation of the solution for displacement functions is expressed in terms of three analytical
functions of generalized complex variables. The resulting solution satisfies the boundary conditions
on the boundary of the half-space and contains an arbitrary one to satisfy the conditions on the
side surface. The results of numerical studies are presented.

Keywords: anisotropic rock mass, vertical excavation, generalized complex variables, stress state.
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МЕТОДИКА АНАЛИЗА МОДЕЛИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ
ИЗГИБНЫХ ВОЛН ПО ТОНКОМУ ПЛАСТИНЧАТОМУ
МЕАНДРОВОМУ ВОЛНОВОДУ НА УПРУГОЙ ПОДЛОЖКЕ

Предложена численно-аналитическая методика анализа эффектов прохождения гармониче-
ской волны изгиба вдоль лежащей на подложке в виде линейного упругого основания тонкой
изотропной пластины-волновода меандровой геометрической формы с чередующимися одно-
типными контактирующими разновыпуклыми полукольцевыми участками. Методика базиру-
ется на использовании точных аналитических представлений для полей колебательных смеще-
ний в полукольцевых фрагментах волновода в виде разложений по базисным системам бегу-
щих и стоячих краевых окружных нормальных волн изгиба в кольцевых пластинах на упругом
основании, и на применении концепции частичных областей с последовательным «сшиванием»
волновых полей на границах смежных полукольцевых элементов волновода. Анализируемые
волновые процессы описываются прикладной теорией динамического изгибного деформиро-
вания тонких пластин.
Ключевые слова: тонкие изотропные пластины, волновое изгибное деформирование, линей-
ные упругие основания, меандровая геометрическая форма, распространение гармонических
изгибных волн, метод частичных областей, разложения по базисным нормальным волнам.
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нения упругих волн по волноводам усложненной криволинейной геометрии [1–
6] относятся к ряду современных актуальных фундаментальных и прикладных
исследовательских заданий в динамике деформируемых тел и элементов кон-
струкций. К числу наиболее важных в прикладном отношении типов таких за-
дач можно отнести проблему анализа закономерностей распространения упру-
гих волн анализируемых типов по волноводам меандровой (змеевидной) гео-
метрии [7–11] с чередующимися рядами однотипных зигзагообразных участков
различного профиля. В частности, такие волноводы являются перспективными
элементами акустоэлектронных устройств [12–14], и в практике определения их
проектных параметров продолжают оставаться востребованными новые усовер-
шенствованные эффективные численно-аналитические расчетные методы.

В контексте представленных соображений, целью данного исследования яв-
ляется разработка эффективно алгоритмизируемой теоретической численно-ана-
литической методики анализа модели распространения гармонических изгиб-
ных упругих волн по тонкому пластинчатому меандровому волноводу, разме-
щаемому на упругой подложке – линейном упругом основании.

1. Описание геометрии волновода и основные соотношения модели
волновых процессов. В рамках реализуемого исследования рассматривается
геометрическая и физико-механическая модель волновода, который интерпре-
тируется как объект в виде тонкой пластины «змеевидной» геометрии, состав-
ленной из 2N сочленяемых между собой с идеальным механическим контак-
том однотипных по физико-механическим свойствам полукольцевых фрагмен-
тов Sj (j = 1, 2N ) с одинаковыми внутренними и внешними радиусами (рис. 1).
Рассматриваемая пластина меандровой геометрической структуры размещена
на линейном упругом основании – подложке и является волноводом для распро-
страняющихся вдоль него от фрагмента S1 до фрагмента S2N волн изгибных
деформаций в тонких пластинах, описываемых прикладной кирхгоффовской
теорией.

Рис. 1. Описание геометрии рассматриваемого волновода.

В рамках развиваемого подхода с каждым из звеньев Sj волновода связыва-
ются локальные полярные координатные системы Ojrjθj, в которых фрагменты
Sj с нечетными занимают области Sj = {rj ∈ [R1, R2], 0 ≤ θj ≤ π}, а фрагменты
Sj четными номерами – области Sj = {rj ∈ [R1, R2], π ≤ θj ≤ 2π}.

Принципиальная схема разрабатываемой методики базируется на сочетании
приемов использования точных исходных аналитических представлений для по-
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лей гармонических колебательных смещений Wj в областях Sj в виде рядов с
неопределенными коэффициентами по соответствующим базисным системам бе-
гущих и стоячих краевых изгибных нормальных волн вдоль окружных угловых
направлений кольцевых волноводов [15–19], и последующего применения кон-
цепции частичных областей с реализацией процедуры поэтапного «сшивания»
волновых полей Wj и Wj+1 на границах контакта смежных элементов волново-
да.

Полагается, что полукольцевые пластинчатые элементы со срединными плос-
костями Sj идентичны по физико-механическим свойствам (имеют одинаковые
параметры толщины h, коэффициента пастели линейного упругого основания
ς, плотности ρ, изгибной жесткости D = Eh3/((12(1 − ν2)), модуля Юнга E и
коэффициента Пуассона ν). На крайнем прямолинейном участке Γ0 границы
волновода задаются кинематические условия возбуждения изгибных колебаний

(W1)Γ0 =W∗(r1, t), (∂W1/∂θ1)Γ0 =W∗∗(r1, t), (1)

в которых функции W∗(r1, t), W∗∗(r1, t), описывают внешние воздействия. На
граничном участке Γ2N формулируются условия отсутствия внешних изгибаю-
щих усилий

(Mθθ(r2N , 2π, t))Γ2N
=

= (−D[(ν∂2/∂r2 + r−1∂/∂r + r−2∂2/∂θ2)W2N (r2N , 2π, t)])Γ2N
= 0,

(Nθ(r2N , 2π, t))Γ2N
=

= (−D[(r−3∂3/∂θ3 + r−2∂2/∂r∂θ + r−1∂3/∂r2∂θ)W2N (r2N , θ, t)])Γ2N
= 0.

(2)

На внутренних поверхностях Γj контакта областей Sj и Sj+1 задаются усло-
вия идеального механического сопряжения в прикладной теории изгиба тонких
пластин:
– для нечетных j

(Wj(r, 0, t))Γj = (Wj+1(r, π, t))Γj , (∂θWj(r, 0, t))Γj = (∂θWj+1(r, π, t))Γj ,

(M
(j)
θθ (r, 0, t))Γj = (M

(j+1)
θθ (r, π, t))Γj , (N

(j)
θ (r, 0, t))Γj = (N

(j+1)
θ (r, π, t))Γj ;

(3)

– для четных j

(Wj(r, 2π, t))Γj = (Wj+1(r, π, t))Γj , (∂θWj(r, 2π, t))Γj = (∂θWj+1(r, π, t))Γj ,

(M
(j)
θθ (r, 2π, t))Γj = (M

(j+1)
θθ (r, π, t))Γj , (N

(j)
θ (r, π, t))Γj = (N

(j+1)
θ (r, π, t))Γj .

(4)

Дисперсионные уравнения, определяющие полные спектры бегущих и крае-
вых стоячих нормальных волн изгиба в соответствующих кольцевых пластинах,
для ряда моделей распространения окружных изгибных волн в тонких изотроп-
ных пластинах этого типа, в том числе соотношения, определяющие полные
спектры нормальных изгибных волн в тонкой изотропной кольцевой пластине,
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лежащей на упругом винклеровском основании, для случаев задания на ее кру-
говых контурах в различных сочетаниях граничных условий отсутствия внеш-
них усилий, условий шарнирного опирания либо жесткого закрепления контура,
а также соответствующие представления для комплексных функций динамиче-
ского прогиба в базисных нормальных волнах, получены в работах [15–19]. Мно-
жества волновых чисел {km}Mm=1 круговых бегущих и краевых стоячих нормаль-
ных изгибных волн циклической частоты ω в волноводах данного типа опреде-
ляются из соотношений, записываемых как равенства нулю функциональных
определителей

F (k, ω) = det ‖ϑqp(k, ω)‖ = 0 (q, p = 1, 4). (5)

В частности, в случае отсутствия на внутреннем и внешнем контурах внешних
усилий, элементы дисперсионного определителя имеют вид

ϑj1(k, ω) = (Jk−2(λRj)− 2Jk(λRj) + Jk+2(λRj))/4+

+(ν/(2Rj))(Jk−1(λRj)− Jk+1(λRj))− (νk2/R2
j )Jk(λRj),

ϑj2(k, ω) = (Nk−2(λRj)− 2Nk(λRj) +Nk+2(λRj))/4+

+(ν/(2Rj))(Nk−1(λRj)−Nk+1(λRj))− (νk2/R2
j1)Nk(λRj),

ϑj3(k, ω) = (Ik−2(λRj) + 2Ik(λRj) + Ik+2(λRj))/4+

+(ν/(2Rj))(Ik−1(λRj) + Ik+1(λRj))− (νk2/R2
j )Ik(λRj),

ϑj4(k, ω) = −(Kk−2(λRj) + 2Kk(λRj) +Kk+2(λRj))/4− (6)

−(ν/(2Rj))(Kk−1(λRj) +Kk+1(λRj))− (νk2/R2
j )Kk(λRj),

ϑj+2,1(k, ω) = (k2/R3
j )Jk(λRj) + ((ν − 1)k2/R2

j − λ2)(Jk−1(λRj)− Jk+1(λRj)/2,

ϑj+2,2(k, ω) = (k2/R3
j )Nk(λRj) + ((ν − 1)k2/R2

j − λ2)(Nk−1(λRj)−Nk+1(λRj)/2,

ϑj+2,3(k, ω) = (k2/R3
j )Ik(λRj) + ((ν − 1)k2/R2

j + λ2)(Ik−1(λRj) + Ik+1(λRj)/2,

ϑj+2,3(k, ω) = (k2/R3
j )Ik(λRj) + ((ν − 1)k2/R2

j + λ2)(Ik−1(λRj) + Ik+1(λRj)/2,

ϑj+2,4(k, ω) = (k2/R3
j )Kk(λRj) + ((1 − ν)k2/R2

j − λ2)(Kk−1(λRj) +Kk+1(λRj)/2

(j = 1, 2), λ = ((ς − ρhω2)/D)1/4,

а радиальные составляющиеWm0(r) комплексных амплитудных функций в пред-
ставлениях базисных нормальных волн с волновыми числами km

Wm(r, θ, t) =W0m(r) exp(−i(ωt− kmθ)), (7)

могут быть записаны в форме

Wm0(r) = a1mJkm(λr) + a2mNkm(λr) + a3mIkm(λr) + a4mKkm(λr), (8)
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где alm (l = 1, 4) – алгебраические дополнения элементов ϑ1l(km, ω) матрицы
‖ϑqp(km, ω)‖; Jkm(λr), Nkm(λr), Ikm(λr),Kkm(λr) – специальные цилиндрические
функции первого и второго рода.

2. Схема решения задачи в рамках принятой концепции. В соответ-
ствии с избранным способом решения рассматриваемой задачи, комплексные
амплитудные составляющие в представлениях волновых полей Wj(rj , θj , t) =
= Waj(rj , θj) exp(−iωt) для каждого из полукольцевых фрагментов со средин-
ными плоскостями Sj аппроксимируются разложениями по базисным функциям
W0mj(rj) exp(ikmjθj), где

W0mj(r) = a1mjJkmj
(λrj) + a2mjNkmj

(λrj) + a3mjIkmj
(λrj) + a4mjKkmj

(λrj), (9)

и записываются для анализируемого в данной работе случая в форме

W0j(rj , θj) =
∞∑

m=1

bmjW0mj(rj) exp(ikmjθj) =
∞∑

m=1

bmjWamj(rj , θj). (10)

Используемые в расчетах редуцируемые разложения (10) при m = 1, 2M пред-
ставляются в векторно-матричной форме

W0j(rj , θj) = �bj �W
T
aj(rj , θj),

�bj = (b1j , b2j, ..., bmj , ..., b2M,j),

�Waj(rj , θj) = (Wa1j(rj , θj), Wa2j(rj, θj), ...,Wamj(rj , θj), ...,Wa,2M,j(rj , θj)).

(11)

На основе (10), (11), с учетом соотношений (2), соответственно записываются
выражения

M0θθj(rj , θj) =

∞∑
m=1

bmjM0θθmj(rj) exp(ikmjθj) =

∞∑
m=1

bmjMaθθmj(rj , θj), (12)

N0θj(rj , θj) =

∞∑
m=1

bmjN0θmj(rj) exp(ikmjθj) =

∞∑
m=1

bmjNaθmj(rj , θj), (13)

а также их редуцируемые векторные аналоги

M0θθj(rj , θj) = �bj �MT
aθθj(rj, θj),

�Maθθj(rj , θj) =

= (Maθθ1j(rj, θj), Maθθ2j(rj , θj), ...,Maθθmj(rj , θj), ...,Ma,θθ,2M,j(rj , θj));

(14)

N0θj(rj , θj) = �bj �N
T
aθj(rj, θj),

�Naθj(rj , θj) = ( Naθ1j(rj , θj), Naθ2j(rj , θj), ..., Naθmj (rj, θj), ..., Na,θ,2M,j(rj , θj)).
(15)
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При учете идентичности физико-механических свойств материалов фрагмен-
тов Sj и периодичности геометрической формы рассматриваемой меандровой
пластины, а также исходя из предположения о постоянстве параметра редук-
ции 2M для всех ее фрагментов и полной однотипности применяемой методики
алгебраизации функциональных краевых условий (1), (3), (4) на всех поверх-
ностях Γj (j = 0, 2N) на основе соотношений (2), (7)–(15) рассматриваемая
краевая задача может быть сведена к последовательности следующих из этих
условий матрично-векторных равенств

Q
(−)
1
�b1 = �q0,

Q
(+)
1
�b1 = Q

(−)
2
�b2,

Q
(+)
2
�b2 = Q

(−)
3
�b3,

Q
(+)
3
�b3 = Q

(−)
4
�b4,

. . . . . . . . . . . . . . . .

Q
(+)
2N−1

�b2N−1 = Q
(−)
2N
�b2N ,

Q
(+)
2N
�b2N = �q2N ,

(16)

в которых
Q

(+)
1 = Q

(+)
3 = Q

(+)
5 = ... = Q

(+)
2N−1,

Q
(−)
2 = Q

(−)
4 = Q

(−)
6 = ... = Q

(−)
2N ;

Q
(−)
j , Q

(+)
j – соответственно матрицы-следствия применения алгоритмов алгеб-

раизации краевых условий на поверхностях Γj−1 и Γj (j = 1, 2N ) с размер-
ностями M × 2M . Эффективными приемами алгебраизации функциональных
граничных условий (1), (3), (4) со сведением их к системам линейных алгебраи-
ческих уравнений в рассматриваемой задаче являются применение дискретного
метода наименьших квадратов, комбинированного метода коллокаций и квад-
ратичной минимизации.

При интерпретации (16) как системы линейных алгебраических уравнений
порядка 4NMс разреженной блочно-ленточной матрицей относительно компо-
нент вектора �bΣ = (�b1,�b2,�b3, ...,�b2N )T , для ее эффективного решения примени-
мы специализированные методы, представленные в [20, 21]. В частности, может
быть использован следующий алгоритм: при совместном рассмотрении двух пер-
вых матрично-векторных равенств системы (16)

Q
(−)
1
�b1 = �q0,

Q
(+)
1
�b1 = Q

(−)
2
�b2,

их совокупность можно интерпретировать как систему линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно �b1 с матрицей порядка 2M

H1 =

(
Q

(−)
1

Q
(+)
1

)
,
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из которой�b1 можно выразить через компоненты заданного вектора �q0 и вектора
неизвестных�b2; затем аналогично объединяя второе и третье соотношение (16), и
используя полученное выше соотношение связи �b1 и �b2, можно записать систему
линейных уравнений, из которых компоненты �b2 выражаются через компонен-
ты �b3, и так далее. На последнем шаге этой процедуры формируется система
линейных алгебраических уравнений порядка 2M относительно компонент век-
тора коэффициентов �b2N с правой частью, выражаемой через �q2N . Получая ее
решение и поочередно рассматривая записываемые на предшествующих шагах
алгоритма алгебраические системы, в которых �bj выражаются через �bj+1, мож-
но, в итоге, получить компоненты всех векторов с коэффициентами разложений
волновых полей в фрагментах меандрового волновода по систем базисных нор-
мальных окружных волн изгиба.

Заключение. Результатом исследований является разработка эффективно
алгоритмизируемой теоретической численно-аналитической методики анализа
модели распространения гармонических изгибных упругих волн по тонкому пла-
стинчатому волноводу меандровой геометрической формы, размещенному на
упругой подложке – линейном упругом основании. Методика базируется исполь-
зовании представлений полей гармонических колебательных смещений в полу-
кольцевых фрагментах рассматриваемого волновода рядами по соответствую-
щим базисным системам бегущих и стоячих краевых нормальных изгибных
волн вдоль окружных угловых направлений кольцевых волноводов, а неопре-
деленные коэффициенты этих рядов отыскиваются с применением концепции
частичных областей путем реализации процедуры поэтапного «сшивания» вол-
новых полей Wj и Wj+1 на границах смежных элементов волновода. В процессе
«сшивания» полей в фрагментах волновода на основе граничных условий их иде-
ального механического контакта при изгибном деформировании, используются
методы алгебраизации функциональных краевых условий, и определение коэф-
фициентов, описывающих решение задачи, сводится к анализу систем линейных
алгебраических уравнений относительно искомых постоянных коэффициентов
с диагонально-блочными разреженными матрицами на базе разработанных эф-
фективных подходов.
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Методика анализа модели распространения изгибных волн по меандровому волноводу

I.A. Moiseyenko, M.N. Pacheva, V.I. Storozhev
Method for analysis of the model of propagation of flexural waves over a thin plate
meander waveguide on an elastic substrate.

A numerical-analytical technique for analyzing the effects of the passage of a harmonic bending
wave along a thin isotropic plate-waveguide of a meander geometric shape with alternating identical
contacting differently convex semi-ring sections, which lies on the linear elastic substrate is proposed.
The technique is based on the use of exact analytical representations for the fields of oscillatory
displacements in semi-ring fragments of a waveguide in the form of series on basic systems of
traveling and edge standing circumferential normal bending waves in ring plates on an elastic
substrate and on the application of the concept of partial regions with sequential “stitching” of wave
fields at the boundaries adjacent semi-ring waveguide elements. The analyzed wave processes are
described by the applied theory of dynamic bending deformation of thin plates.

Keywords: thin isotropic plates, wave of bending deformation, linear elastic substrates, meander
geometric shape, propagation of harmonic bending waves, partial domain method, expansions on
basic normal waves.
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НАХОДЯЩЕЙСЯ В УСЛОВИЯХ КОНВЕКТИВНОГО
ТЕПЛООБМЕНА С ВНЕШНЕЙ СРЕДОЙ

В данной работе приведены результаты исследований термоэлектромагнитоупругого состо-
яния бесконечной многосвязной пластинки из пьезоматериала, находящейся в условиях кон-
вективного теплообмена с внешней средой. Контуры некоторых отверстий в пластинке жестко
подкреплены. С помощью численных исследований изучено влияние геометрических характе-
ристик пластинки, свойств ее материала, характеристик конвективного теплообмена, а также
подкреплений на контурах отверстий на значения основных характеристик термоэлектромаг-
нитоупругого состояния пластинки.
Ключевые слова: линейный поток тепла, конвективный теплообмен, многосвязная пла-
стинка из пьезоматериала, жестко подкрепленные контуры отверстий, температурные
напряжения, комплексные потенциалы.

Введение. В современной науке и технике широко применяются конструк-
ции, где в качестве элементов используются тонкие пластинки из пьезомате-
риалов [1]. В этих пластинках по различным причинам могут присутствовать
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концентраторы напряжений типа отверстий или трещин. В процесс эксплуата-
ции пластинки могут подвергаться действию различных температурных полей,
в результате чего в пластинке могут возникать высокие концентрации напряже-
ний [2, 3]. К настоящему времени решены самые различные задачи о действии
температурных полей в тонких пластинках из пьезоматериалов [4, 5].

В работах [6–9] решено большое количество задач определения термоупру-
гого состояния для тел из материалов, не обладающих пьезосвойствами, когда
на границе тел действует конвективный теплообмен с внешней средой.

В работе [10] решена задача о действии линейного потока в многосвязной
пластинке из пьезоматериала, на контурах которой действует конвективный теп-
лообмен с внешней средой. При проведении численных исследований контуры
пластинки полагались неподкрепленными.

Работа [11] посвящена исследованию термонапряженного состояния много-
связной пластинки из анизотропного материала с жестко подкрепленными от-
верстиями.

В данной работе исследовано влияние жесткого подкрепления контуров от-
верстий на термоэлектромагнитоупругое состояние пластинки из пьезоматериа-
ла, находящейся в условиях конвективного теплообмена с внешней средой. Для
случая бесконечной пластинки с одним жестко подкрепленным эллиптическим
отверстием приведено точное аналитическое решение задачи. Для общего слу-
чая многосвязности пластинки задача решена с использованием метода наи-
меньших квадратов. Проведены численные исследования термоэлектромагни-
тоупругого состояния пластинки с одним или двумя круговыми отверстиями.
Показано влияние жесткого подкрепления контуров отверстий, геометрических
характеристик пластинки, свойств ее материала и коэффициента теплообмена
на распределение напряжений в пластинке.

1. Постановка задачи. Рассмотрим бесконечную
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Рис. 1

многосвязную пластинку из пьезоматериала, занима-
ющую область S, ограниченную контурами эллипти-
ческих отверстий Ll (l = 1, L) с центрами в точ-
ках Ol(x0l, y0l), полуосями al, bl, углами поворота ϕl

(рис. 1). Контуры отверстий могут произвольно рас-
полагаться относительно друг друга. Через контуры
отверстий Ll (l = 1, L) имеет место конвективный
теплообмен с коэффициентами hl с внешней средой
температуры Tl. Контуры Ll не подкреплены либо жестко подкреплены. На
бесконечности отсутствуют тепловые, механические и электромагнитные воз-
действия.

Несвязанную статическую задачу термоэлектромагнитоупругости будем ре-
шать с использованием комплексных потенциалов. Тогда задача сводится к
последовательному определению комплексного потенциала теплопроводности
F5(z5), а затем комплексных потенциалов термоэлектромагнитоупругости Φk(zk)
(k = 1, 4) из граничных условий соответствующих задач. После этого значения
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основных характеристик ТЭМУС (температура T , плотности потока тепла qx,
qy, напряжения σx, σy, τxy, индукции электромагнитного поля Dx, Dy, Bx, By,
напряженности электромагнитного поля Ex, Ey, Hx, Hy, перемещения u, v, по-
тенциалы электромагнитного поля ϕ, ψ) в любой точке пластинки определяются
по формулам [4, 5]

T = 2ReF5(z5); (1)

(qx, qy) = 2Re iκ(μ5,−1)F ′
5(z5); (2)

(σx, σy, τxy) = 2Re
5∑

k=1

(μ2k, 1, −μk)Φ′
k(zk); (3)

(Dx, Dy, Bx, By) = 2Re

5∑
k=1

(νkμk, −νk, ρkμk, −ρk)Φ′
k(zk); (4)

(Ex, Ey, Hx, Hy) = −2Re

5∑
k=1

(r0k, μkr
0
k, h

0
k, μkh

0
k)Φ

′
k(zk); (5)

(u, v, ϕ, ψ) = 2Re

5∑
k=1

(pk, qk, r
0
k, h

0
k)Φk(zk). (6)

Здесь
κ =

√
k11k22 − k212;

μ5 — корень характеристического уравнения задачи теплопроводности [4, 5]

k22μ
2 + 2k12μ+ k11 = 0; (7)

μk (k = 1, 4) — корни характеристического уравнения задачи термоэлектромаг-
нитоупругости [4, 5]

l8(μ) = 0; (8)

где

l8(μ) =

∣∣∣∣∣∣
l4s(μ) l3g(μ) l3p(μ)
l3g(μ) l2β(μ) l2ν(μ)
l3p(μ) l2ν(μ) l2χ(μ)

∣∣∣∣∣∣ ;
l4s(μ) = s11μ

4 + 2s16μ
3 + (2s12 + s66)μ

2 + 2s26μ+ s22,

l3g(μ) = g11μ
3 − (g21 + g16)μ

2 + (g12 + g26)μ + g22,

l3p(μ) = p11μ
3 − (p21 + p16)μ

2 + (p12 + p26)μ+ p22,

l2β(μ) = −β11μ2 + 2β12μ− β22,

l2ν(μ) = −ν11μ2 + 2ν12μ− ν22,

l2χ(μ) = −χ11μ
2 + 2χ12μ− χ22;

50



Термоэлектромагнитоупругое состояние многосвязной пьезопластинки

νk =
l3p(μk)l2ν(μk)− l3g(μk)l2χ(μk)

l2β(μk)l2χ(μk)− l22ν(μk)
(k = 1, 4), ν5 =

rχ
r5
,

ρk =
l3g(μk)l2ν(μk)− l3p(μk)l2β(μk)

l2β(μk)l2χ(μk)− l22ν(μk)
(k = 1, 4), ρ5 =

rω
r5

;

r5 =
l5(μ5)

l8(μ5)
, rχ =

lχ(μ5)

l8(μ5)
, rω =

lω(μ5)

l8(μ5)
;

l5(μ5) =

∣∣∣∣∣∣
l2α(μ5) l3g(μ5) l3p(μ5)
l1t(μ5) l2β(μ5) l2ν(μ5)
l1m(μ5) l2ν(μ5) l2χ(μ5)

∣∣∣∣∣∣ ,

lχ(μ5) =

∣∣∣∣∣∣
l4s(μ5) l2α(μ5) l3p(μ5)
l3g(μ5) l1t(μ5) l2ν(μ5)
l3p(μ5) l1m(μ5) l2χ(μ5)

∣∣∣∣∣∣ ,

lω(μ5) =

∣∣∣∣∣∣
l4s(μ5) l3g(μ5) l2α(μ5)
l3g(μ5) l2β(μ5) l1t(μ5)
l3p(μ5) l2ν(μ5) l1m(μ5)

∣∣∣∣∣∣ ;
l2α(μ5) = −α1μ

2
5 + α6μ5 − α2,

l1t(μ5) = t1μ5 − t2,

l1m(μ5) = m1μ5 −m2;

pk = s11μ
2
k − s16μk + s12 − (g11μk − g12)νk − (p11μk − p12)ρk +

δk5α1

r5
,

qk = s12μk − s26 +
s22
μk

− (g21μk − g22)νk − (p21μk − p22)ρk +
δk5α2

r5μ5
,

r0k = g11μ
2
k − g16μk + g12 − (β11μk − β12)νk − (ν11μk − ν12)ρk +

δk5t1
r5

,

h0k = p11μ
2
k − p16μk + p12 − (ν11μk − ν12)νk − (χ11μk − χ12)ρk +

δk5m1

r5
;

Φ5(z5) = r5

∫
F5(z5) dz5;

kij — коэффициенты теплопроводности материала пластинки; sij — коэффици-
енты деформации материала пластинки; gij и pij — пьезоэлектрические и пье-
зомагнитные коэффициенты материала пластинки; βij , νij и χij — коэффициен-
ты диэлектрической, электромагнитной и магнитной проницаемостей материала
пластинки; αi — коэффициенты теплового расширения материала пластинки; ti
и mi — пироэлектрические и пиромагнитные модули материала пластинки; δij
— символ Кронекера.
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Комплексные потенциалы F5(z5), Φk(zk) (k = 1, 4) определены в многосвяз-
ных областях S5, Sk, получаемых из области S аффинными преобразованиями
[4, 5]

z5 = x+ μ5y, (9)

zk = x+ μky. (10)

Эти функции в общем случае многосвязности имеют вид [4, 5]

F5(z5) = c5 +

L∑
l=1

D5lw5l(z5) +

L∑
l=1

∞∑
n=1

c5lnϕ5ln(z5); (11)

Φk(zk) = Nk(zk) +

L∑
l=1

∞∑
n=1

aklnϕkln(zk). (12)

Здесь c5, D5l — вещественные постоянные, определяемые из граничных условий
задачи теплопроводности, причем D5l = −ql/4πκ, где ql — суммарный тепловой
поток через контур Ll в область S; w5l(z5) = ln (z5 − z5l); z5l — точки, соот-
ветствующие при аффинном преобразовании (9) произвольным точкам внутри
контуров L5l, получаемых из контуров Ll аффинным преобразованием (9); c5ln
— комплексные постоянные, определяемые из условий на контурах пластинки;
ϕ5ln(z5) = ζ−n

5l ; ζ5l — комплексные переменные, определяемые из конформных
отображений;

Nk(zk) = Γkzk +
L∑
l=1

(Aklzk +Bkl) ln(zk − zkl);

Γk, Akl, Bkl — постоянные, определяемые из систем уравнений

5∑
k=1

(1, μk, μ
2
k, qk − μkpk, νk, μkνk, ρk, μkρk)Γk = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0);

5∑
k=1

(1, μk, pk, qk, νk, ρk, r
0
k, h

0
k)iAkl = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0);

5∑
k=1

(1, μk, pk, qk, νk, ρk, r
0
k, h

0
k)iBkl = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0);

Γ5 = r5c5; A5l = r5D5l; B5l = r5(c511R51 −D5lz5l); wkl = ln (zk − zkl); zkl — точ-
ки, соответствующие при аффинном преобразовании (10) произвольным точкам
внутри контуров Lkl, получаемых из контуров Ll аффинными преобразования-
ми вида (10); ϕkln(zk) = ζ−n

kl ; ζkl — комплексные переменные, определяемые из
конформных отображений.
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В локальных системах координат Olxlyl параметрические уравнения эллип-
сов (рис. 1) имеют вид [4, 5]

xl = al cos θ, yl = bl sin θ,

а в основной системе Oxy координат —

x = x0l + xl cosϕl − yl sinϕl,

y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl.

Здесь θ (0 ≤ θ ≤ 2π) — угловой параметр уравнения контура.
Комплексные переменные ζ5l, ζkl определяются из конформных отображений

внешностей единичных кругов |ζ5l| ≥ 1, |ζkl| ≥ 1 на внешности эллипсов L5l, Lkl

[4, 5]

zk = zkl +Rkl

(
ζkl +

mkl

ζkl

)
, (13)

где
zkl = x0l + μky0l,

Rkl =
al(cosϕl + μk sinϕl) + ibl(sinϕl − μk cosϕl)

2
,

mkl =
al(cosϕl + μk sinϕl)− ibl(sinϕl − μk cosϕl)

2Rkl
.

Функция F5(z5) должна удовлетворять граничному условию [10]

2Re
(
hlF5(τ5) + iκδ5,s(τ5)F

′
5(τ5)

)
= hlTl, (14)

где τ5 — точка, получаемая из граничной точки при аффинном преобразовании
(9); δ5,s(τ5) = dτ5/ds, s — дуга контура отверстия.

Функции Φk(zk) (k = 1, 4) должны удовлетворять граничным условиям за-
дачи термоэлектромагнитоупругости

2Re

5∑
k=1

(dkl1, dkl2, dkl3, dkl4) Φk(τk) = (fl1(τ), fl2(τ), fl3(τ), fl4(τ)) , (15)

или в дифференциальной форме [4, 5] —

2Re
5∑

k=1

(dkl1, dkl2, dkl3, dkl4) δk,s(τk)Φ
′
k(τk) =

=

(
dfl1
ds

(τ),
dfl2
ds

(τ),
dfl3
ds

(τ),
dfl4
ds

(τ)

)
,

(16)

где τk (k = 1, 4) — точки, получаемые из граничной точки при аффинных пре-
образованиях (10); τ — аффикс граничной точки; δk,s(τk) = dτk/ds. Для непод-
крепленных контуров Ll

(dkl1, dkl2, dkl3, dkl4) = (1, μk, νk, ρk) ,
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(fl1(τ), fl2(τ), fl3(τ), fl4(τ)) = (cl1, cl2, cl3, cl4) ,

а для жестко подкрепленных контуров

(dkl1, dkl2, dkl3, dkl4) = (pk, qk, νk, ρk) ,

(fl1(τ), fl2(τ), fl3(τ), fl4(τ)) = (ul(τ), vl(τ), cl3, cl4) ;

clj — неизвестные постоянные интегрирования; ul(τ), vl(τ) — заданные на гра-
нице значения перемещений.

2. Решение задачи для бесконечной пластинки
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Рис. 2

с эллиптическим отверстием. Рассмотрим отнесён-
ную к декартовой системе координат бесконечную пла-
стинку с эллиптическим отверстием, контур которого
обозначим через L1, его полуоси — a1, b1, угол поворота
— ϕ1 (рис. 2). Центр эллиптического контура совпадает
с началом координат. Через контур имеет место конвек-
тивный теплообмен с внешней средой температуры T1 с коэффициентом тепло-
обмена h1. На бесконечности отсутствуют тепловые, механические и электро-
магнитные воздействия. Контур отверстия жестко подкреплен, потоки электро-
магнитной индукции через него отсутствуют.

Задача теплопроводности. На основе (11) функция F5(z5) принимает вид
[10]

F5(z5) = c5 +

∞∑
n=1

c51n
ζn51

. (17)

Подставляя функцию (17) в граничное условие (14) и применяя метод рядов,
получим, что c5 = T1/2 и c51n = 0 (n = 1, 2, 3, ...).

Таким образом, комплексный потенциал теплопроводности (17) имеет вид

F5(z5) = c5 =
T1

2
. (18)

Следовательно, во всех точках пластинки температура является постоянной
и равна T1, а плотности потоков тепла равны нулю.

Задача термоэлектромагнитоупругости. Для функции Φ5(z5) получим [10]

Φ5(z5) = r5

∫
F5(z5)dz5 = Γ5z5, (19)

где Γ5 = r5c5. Тогда функции Φk(zk) (k = 1, 4) будем искать в виде

Φk(zk) = Γkzk +
ak11
ζk1

. (20)

Используя конформные отображения (13), перепишем функции (19) и (20) в
виде

Φ5(z5) = Γ5R51ζ51 +
Γ5R51m51

ζ51
, (21)
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Φk(zk) = ΓkRk1ζk1 +
ΓkRk1mk1 + ak11

ζk1
. (22)

Подставим функции (21) и (22) в граничные условия (15), при этом учитывая,

что на контуре отверстия ζk1 = σ и ζk1 = σ =
1

σ
(k = 1, 5):

4∑
k=1

[
(pk, qk, νk, ρk)

(
ΓkRk1σ +

ΓkRk1mk1 + ak11
σ

)
+

+ (pk, qk, νk, ρk)

(
ΓkRk1

σ
+
(
ΓkRk1mk1 + ak11

)
σ

)]
=

= −
[
(p5, q5, ν5, ρ5)

(
Γ5R51σ +

Γ5R51m51

σ

)
+

+ (p5, q5, ν5, ρ5)

(
Γ5R51

σ
+
(
Γ5R51m51 + a511

)
σ

)]
.

Применим метод рядов. Тогда, приравнивая коэффициенты при
1

σ
, получим

следующую систему линейных алгебраических уравнений для определения по-
стоянных ak11:

4∑
k=1

[
(pk, qk, νk, ρk) (ΓkRk1mk1 + ak11) + (pk, qk, νk, ρk) ΓkRk1

]
=

= −
[
(p5, q5, ν5, ρ5) Γ5R51m51 + (p5, q5, ν5, ρ5) Γ5R51

]
.

или

4∑
k=1

(pk, qk, νk, ρk) ak11 = −
5∑

k=1

[
(pk, qk, νk, ρk) ΓkRk1mk1+

+(pk, qk, νk, ρk) ΓkRk1

]
.

После решения этой системы уравнений становятся известными постоянные
ak11, а следовательно, и функции Φk(zk), и тогда можно в любой точке пластин-
ки находить значения основных характеристик ТЭМУС по формулам (3)–(6).

3. Решение задачи для бесконечной многосвязной пластинки. В об-
щем случае многосвязной области (рис. 1) неизвестные постоянные c5, D5l, c5ln,
akln, входящие в функции (11) и (12), определяются из граничных условий (14)
и (16) с использованием метода наименьших квадратов. Для этого на конту-
рах Li (i = 1,L) выберем систему точек Mim(xim, yim) (m = 1,Mi), в которых
будем минимизировать невязки граничных условий задач теплопроводности и
термоэлектромагнитоупругости.
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Задача теплопроводности. При подстановке функции (11) в граничное усло-
вие (14), для определения неизвестных постоянных c5, D5l, c5ln получается си-
стема линейных алгебраических уравнений [10]

2Rehlc5 + 2Re
L∑
l=1

(
hiw5l(τ5im) + iκδ5,s(τ5im)w′

5l(τ5im)
)
D5l+

+2Re

L∑
l=1

∞∑
n=1

(
hlϕ5ln(τ5im) + iκδ5,s(τ5im)ϕ′

5ln(τ5im)
)
c5ln = hlTl

(i = 1,L, m = 1,Mi),

(23)

где τ5im = xim + μ5yim. После решения этой системы с использованием мето-
да сингулярных разложений [12] постоянные c5, D5l, c5ln, а следовательно, и
комплексный потенциал теплопроводности (11), будут известны. По известной
функции (11) можно в любой точке пластинки найти температуру и плотности
потока тепла по формулам (1), (2) [4, 5, 10].

Задача термоэлектромагнитоупругости. При подстановке функций (11) и
(12) в граничные условия (16) для определения неизвестных постоянных akln
получается следующая система линейных алгебраических уравнений [10]:

2Re
4∑

k=1

L∑
l=1

∞∑
n=1

dkipδk,s(τkim)ϕ′
kln(τkim)akln =

= −2Re

4∑
k=1

dkipδk,s(τkim)N ′
k(τkim)−

−2Re d5ipδ5,s(τ5im)r5F5(τ5im) +
dfip
ds

(τim)

(i = 1,L, m = 1,Mi, p = 1, 4),

(24)

где τkim = xim + μkyim. После решения этой системы с использованием метода
сингулярных разложений [12] постоянные akln, а следовательно, комплексные
потенциалы термоэлектромагнитоупругости (12), будут известны. По известным
функциям (12) можно в любой точке пластинки найти значения основных ха-
рактеристик ТЭМУС по формулам (3)–(6) [4, 5, 10].

4. Численные исследования. При проведении численных расчетов коли-
чество членов в рядах Лорана в функциях (11), (12) и количество «коллокаци-
онных» точек Mim на контурах Li увеличивались до тех пор, пока граничные
условия на контурах не удовлетворялись с достаточно высокой степенью точ-
ности (относительная погрешность составляла меньше сотых долей процента).
Для этого необходимо было в указанных рядах оставлять от 50 до 100 членов,
на каждом из контуров брать от 500 до 1500 «коллокационных точек».

Были проведены численные исследования для пластинки из композита
BaTiO3−CoFe2O4 (материал М1) [13]. Физико-механические постоянные этого
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материала имеют значения:

s11 = 7, 165 · 10−6МПа−1, s22 = 6, 797 · 10−6МПа−1, s66 = 19, 912 · 10−6МПа−1,

s12 = −2, 337 · 10−6МПа−1, g16 = 2, 028 · 10−2МКл−1 · м2,

g21 = −0, 496 · 10−2МКл−1 · м2, g22 = 1, 157 · 10−2МКл−1 · м2,

p16 = 1, 850 · 10−5МТл−1, p21 = 0, 576 · 10−5МТл−1, p22 = 1, 186 · 10−5МТл−1,

β11 = 0, 156 · 103МН · м2 ·МКл−2, β22 = 0, 137 · 103МН · м2 ·МКл−2,

ν11 = −0, 190 · 10−1МКл−1 · м ·МА, ν22 = −0, 185 · 10−1МКл−1 · м ·МА,
χ11 = 0, 336 · 10−1МПа ·МТл−1, χ22 = 0, 119 · 10−1МПа ·МТл−1,

α1 = 8, 530 · 10−6К−1, α2 = 1, 990 · 10−6К−1,

t2 = 133, 000 · 10−3МН · (МКл ·К)−1, m2 = 133, 000 · 10−3МА · (м ·К)−1,

k11 = 2, 500 · 1Вт · (м ·К)−1, k22 = 2, 500 · 1Вт · (м ·К)−1.

В таблице 1 для пластинки с одним или

��
��

a

а)
��
��

��
��

a
��
c

б )

Рис. 3

двумя круговыми отверстиями радиуса a
(a1 = b1 = a2 = b2 = a) (рис. 3), расстояние
между которыми равно c, через подкреплен-
ные контуры которых действует конвектив-
ный теплообмен с внешней средой температу-
ры T1 = T2 = 1, приведены значения нормальных напряжений σn/a0 в точках
контура левого отверстия на площадках, параллельных контуру, в зависимости
от значения c/a. Случай c/a = ∞ соответствует пластинке с одним круговым от-

Таблица 1. Значения напряжений σn/a0 в точках контура отверстия
θ, Значение c/a
рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 ∞

Задача ТЭМУ
0 5, 074 1, 944 1, 293 0, 938 0, 714 0, 667

π/12 2, 159 1, 466 1, 105 0, 865 0, 691 0, 676
π/6 0, 297 0, 732 0, 741 0, 698 0, 628 0, 619
π/3 0, 108 0, 266 0, 344 0, 409 0, 461 0, 463
π/2 0, 369 0, 349 0, 345 0, 352 0, 380 0, 385
2π/3 0, 614 0, 550 0, 515 0, 485 0, 464 0, 463
5π/6 0, 842 0, 767 0, 722 0, 680 0, 627 0, 619
π 0, 941 0, 863 0, 817 0, 771 0, 708 0, 667

Задача ТУ
0 5, 162 1, 973 1, 311 0, 951 0, 726 0, 710

π/12 2, 203 1, 490 1, 121 0, 878 0, 702 0, 688
π/6 0, 306 0, 746 0, 753 0, 707 0, 635 0, 626
π/3 0, 096 0, 259 0, 340 0, 405 0, 456 0, 459
π/2 0, 357 0, 338 0, 334 0, 342 0, 370 0, 375
2π/3 0, 613 0, 547 0, 511 0, 482 0, 459 0, 459
5π/6 0, 855 0, 770 0, 731 0, 688 0, 634 0, 626
π 0, 960 0, 879 0, 832 0, 785 0, 721 0, 710
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верстием. В таблице 2 для аналогичных случаев приведены значения напряже-
ний σs/a0 в точках контура левого отверстия на площадках, перпендикулярных
контуру.

Таблица 2. Значения напряжений σs/a0 в точках контура отверстия
θ, Значение c/a
рад. 0, 1 0, 5 1 2 10 ∞

Задача ТЭМУ
0 1, 250 0, 289 0, 084 −0, 029 −0, 101 −0, 106

π/12 0, 271 0, 085 −0, 023 −0, 097 −0, 152 −0, 157

π/6 −0, 431 −0, 268 −0, 258 −0, 270 −0, 293 −0, 296

π/3 −0, 911 −0, 827 −0, 789 −0, 761 −0, 743 −0, 743

π/2 −1, 070 −1, 076 −1, 078 −1, 075 −1, 067 −1, 065

2π/3 −0, 670 −0, 697 −0, 714 −0, 728 −0, 741 −0, 743

5π/6 −0, 230 −0, 290 −0, 263 −0, 276 −0, 293 −0, 296

π −0, 040 −0, 059 −0, 071 −0, 084 −0, 102 −0, 106

Задача ТУ
0 1, 483 0, 386 0, 158 0, 035 −0, 043 −0, 048

π/12 0, 375 0, 143 0, 024 −0, 053 −0, 111 −0, 115

π/6 −0, 417 −0, 269 −0, 260 −0, 269 −0, 288 −0, 291

π/3 −0, 914 −0, 851 −0, 821 −0, 797 −0, 780 −0, 779

π/2 −1, 074 −1, 088 −1, 081 −1, 079 −1, 070 −1, 068

2π/3 −0, 720 −0, 745 −0, 759 −0, 770 −0, 779 −0, 779

5π/6 −0, 216 −0, 242 −0, 257 −0, 271 −0, 288 −0, 291

π 0, 037 0, 010 −0, 007 −0, 023 −0, 045 −0, 048

В таблице 3 для пластинки с двумя круговыми отверстиями радиуса a, рас-
стояние между которыми равно c (рис. 3, б ), через подкрепленные контуры
которых действует конвективный теплообмен c коэффициентом h (h1 = h2 = h)
с внешней средой температуры T1 = 1, T2 = 0, приведены значения нормальных
напряжений σs/a0 в наиболее характерной точке θ = 0 контура левого отверстия
в зависимости от значения параметра ha при некоторых значениях c/a.

Таблица 3.
Значения напряжений σs/a0 в точке θ = 0рад. контура левого отверстия

c/a
Значение ha

0, 001 0, 1 1 10 100 ∞
Задача ТЭМУ

0, 1 0, 625 0, 627 0, 643 0, 777 1, 233 1, 539

1 0, 042 0, 062 0, 203 0, 670 0, 959 1, 010

10 −0, 049 0, 043 0, 470 0, 927 1, 027 1, 039

100 −0, 051 0, 104 0, 500 0, 903 0, 950 0, 956

Задача ТУ
0, 1 0, 742 0, 741 0, 738 0, 718 0, 647 0, 598

1 0, 079 0, 077 0, 063 0, 008 −0, 030 −0, 037

10 −0, 022 −0, 030 −0, 074 −0, 121 −0, 132 −0, 133

100 −0, 024 −0, 044 −0, 107 −0, 146 −0, 152 −0, 152

Выводы. Из представленных результатов следует, что наличие жесткого
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подкрепления контуров отверстий существенно влияет на распределение напря-
жений в пластинке. Если температурное поле в пластинке является однородным,
то при уменьшении расстояния между отверстиями концентрация напряжений
σn в области перемычки резко возрастает, а значения напряжений σs несколько
уменьшаются. А вне области перемычки изменения напряжений менее значи-
тельны. При этом, характеристики конвективного теплообмена не влияют на
напряженное состояние пластинки.

В случае неоднородного температурного поля характер распределения на-
пряжений в пластинке отличается от случая однородного поля. Так, наиболь-
шая концентрация напряжений возникает вблизи контура отверстия, где тем-
пература внешней среды наиболее отличается от начальной температуры. Если
ha < 0.001, то характер различия в термонапряженном состоянии около различ-
ных отверстий остается незначительным. Однако при увеличении значения ha
концентрация напряжений существенно возрастает около контура отверстия, где
температура внешней среды наибольшая. Особенно сильно возрастает концен-
трация напряжений в области перемычки. А если температура внешней среды
внутри отверстия близка к начальной температуре, то концентрация напряже-
ний около контура этого отверстия резко уменьшается.

Пренебрежение электромагнитными свойствами материала пластинки при
расчетах приводит к существенному искажению результатов, поэтому при рас-
четах необходимо учитывать все свойства материала.
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E.S. Glushankov, A.S. Goltsev, A.B. Mironenko
The thermo-electro-magneto-elastic state of multiply connected piezoelectric plate
with reinforced holes under the convective heat transfer.

In the paper, the results are presented for the investigation of thermo-electro-magneto-elastic state
of infinite multiply connected piezoelectric plate under the action of convective heat transfer. The
contours of some holes are reinforced. Through the numerical studies, the effects of plates’s geometric
characteristics, the properties of its material, the characteristic of convective heat transfer, and the
holes’ reinforcements on the values of the main characteristics of the thermo-electro-vagneto-elastic
state of the plate was investigated.

Keywords: linear heat flux, convective heat transfer, multiply connected piezoelectric plate, rein-
forced contours of holes, thermal stresses, complex potentials.
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ВОЛНЫ ПРОДОЛЬНО-СДВИГОВОГО ТИПА
В АНИЗОТРОПНОМ СЛОЕ МЕЖДУ
НЕОДНОРОДНЫМИ ПОЛУПРОСТРАНСТВАМИ

Представлен алгоритм получения дисперсионного уравнения, а также расчетных соотноше-
ний для кинематических и силовых характеристик применительно к локализованным ста-
ционарным упругим симметричным волнам P-SV типа, распространяющимся в плоскости
трансверсально-изотропного функционально-градиентного слоя-пласта, обладающего симмет-
ричной по толщине экспоненциальной поперечной неоднородностью и расположенного меж-
ду однотипными трансверсально-изотропными неоднородными полупространствами с физико-
механическими характеристиками, описываемыми двойными экспоненциальными функциями
поперечной координаты. Рассмотренная модель описывает волновые деформационные про-
цессы, исследуемые в горной сейсмоакустике, ультраакустической дефектоскопии и акусто-
электронике, а также представляет интерес в связи с вопросами волнового деформирования
конструкций, создаваемых с применением аддитивных технологий.
Ключевые слова: слой между полупространствами, функционально-градиентные транс-
версально-изотропные материалы, двойные экспоненциальные и экспоненциальные функции
неоднородности, стационарное динамическое деформирование, продольно-сдвиговые локали-
зованные волны, дисперсионные уравнения, расчетные соотношения для кинематических и
силовых характеристик.

Введение и цели исследования. Задачи теоретического описания законо-
мерностей распространения стационарных упругих волн вдоль деформируемого
тела в виде плоскопараллельного упругого слоя, окруженного полубесконечны-
ми упругими массивами [1–3], несмотря на актуальность в фундаментально-
научном отношении и широкий круг приложений в горной сейсмоакустике, шахт-
ной пластовой сейсморазведке, ультраакустической дефектоскопии и акусто-
электронике, в проектировании и анализе эксплуатационных характеристик кон-
струкций, полученных методами 3D печати, имеют весьма обширный ряд не ис-
следованных на данный момент аспектов, связанных с гипотезами относительно
свойств упругой симметрии и возможностями учета разнотипной неоднородно-
сти для материалов компонентов такой составной волноводной структуры. Так,
несмотря на исследования по данной проблематике, излагаемые в работах [4–

1Глухов Антон Александрович – аспирант каф. теории упругости и вычислительной мате-
матики им. акад. А.С. Космодамианского ф-та матем. и информ. технологий ДонГУ, Донецк,
e-mail: antonglukhov2012@yandex.com.

Glukhov Anton Alexandrovich – Postgraduate, Donetsk State University, Donetsk, Faculty
of Mathematics and Information Technologies, Chair of Theory of Elasticity and Computational
Mathematics named after Academician A.S. Kosmodamiansky.
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12], высокую степень актуальности сохраняют вопросы учета в моделях этого
типа сочетаемых факторов анизотропии и непрерывной неоднородности физико-
механических характеристик материалов слоя и полупространств, в описании
которой должны быть отражено наблюдаемое на практике свойство увеличения
степени неоднородности материалов в приграничных областях у плоскостей кон-
такта разнородных составляющих – вмещающих полубесконечных массивов и
слоя, а также сглаживание законов неоднородности при отходе от контактных
поверхностей вглубь массивов.

В этой связи, целью представляемых в данной работе исследований является
разработка аналитического алгоритма получения дисперсионного уравнения, а
также расчетных соотношений для кинематических и силовых характеристик в
случае распространения локализованных стационарных упругих волн P-SV ти-
па вдоль произвольного направления в плоскости трансверсально-изотропного
функционально-градиентного слоя-пласта, обладающего симметричной по тол-
щине экспоненциальной поперечной неоднородностью и расположенного между
однотипными трансверсально-изотропными неоднородными полупространства-
ми с физико-механическими характеристиками, описываемыми двойными экс-
поненциальными функциями поперечной координаты.

1. Постановочные соотношения рассматриваемой модели. Рассмат-
ривается занимающее область VΣ = V (+)

⋃
V (1)⋃ V (2)⋃ V (−) в системе ко-

ординат Ox1x2x3 составное пространственное упругое тело с фрагментами

V (+) = {(x1, x2) ∈ R2, x3 > h}, V (−) = {(x1, x2) ∈ R2, x3 < −h},
V (1) = {(x1, x2) ∈ R2, 0 ≤ x3 ≤ h}, V (2) = {(x1, x2) ∈ R2, 0 ≥ x3 ≥ −h}.

(1)

Полагается, что материал имеющего толщину 2h составного слоя V (1)⋃ V (2)

является трансверсально-изотропным и обладает симметричной относительно
срединной плоскости x3 = 0 экспоненциальной поперечной неоднородностью
физико-механических свойств. Выражения для функциональных характеристик
плотности ρ(1)(x3), ρ(2)(x3) и модулей упругости c

(1)
ij (x3), c

(2)
ij (x3) материалов в

компонентах V (1) и V (2) слоя соответственно задаются в виде

ρ(1)(x3) = ρ
(1)
0 exp(μx3), ρ(2)(x3) = ρ

(2)
0 exp(−μx3),

c
(1)
ij (x3) = c

(1)
ij0 exp(μx3), c

(2)
ij (x3) = c

(2)
ij0 exp(−μx3),

(2)

где μ – параметр неоднородности, и выполняются условия

ρ
(1)
0 = ρ

(2)
0 , c

(1)
ij0 = c

(2)
ij0. (3)

Вмещающие полупространства V (+) и V (−) также являются трансверсально-
изотропными и имеют физико-механические характеристики, описываемые двой-
ными экспоненциальными функциями

c
(+)
ij (x3) = A

(+)
ij0 · ϕ(+)(λ, β, x3), ρ(+)(x3) = ρ

(+)
0 · ϕ(+)(λ, β, x3),

ϕ(+)(λ, β, x3) = exp(λ exp(−βx3));
(4)
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c
(−)
ij (x3) = A

(−)
ij0 · ϕ(−)(λ, β, x3), ρ(−)(x3) = ρ

(−)
0 · ϕ(−)(λ, β, x3),

ϕ(−)(λ, β, x3) = exp(λ exp(βx3)),
(5)

в которых λ и β > 0 – параметры неоднородности;

ρ
(+)
0 = ρ

(−)
0 , A

(+)
ij0 = A

(−)
ij0 . (6)

Представления (4), (5) описывают наличие у граничных поверхностей полупро-
странств локализованных приповерхностных зон выраженной неоднородности
свойств материала и эффект сглаживания темпов изменения этих свойств при
удалении от поверхности контакта с асимптотическим стремлением к парамет-
рам однородных материалов ρ(+)

0 , ρ(−)
0 , A(+)

ij0 , A
(−)
ij0 в глубине полупространств.

При введении соответствующих представлений вида

u1j(x1, x3, t) = f1j(x3)e
−i(ωt−kx1), u3j(x1, x3, t) = f3j(x3)e

−i(ωt−kx1), (7)

для компонент комплексного вектора динамических упругих перемещений в
волнах P-SV типа с циклической частотой ω и волновым числом k вдоль ко-
ординатного направления Ox1 в слоях V (j) , амплитудные функции f1j(x3),
f3j(x3), с учетом свойств (3), подлежат определению из систем обыкновенных
дифференциальных уравнений вида

A
(1)
440f

′′
1j + (−1)j+1c

(1)
440μf

′
1j + (ρ

(1)
0 ω2 − c

(1)
110k

2)f1j+

+(c
(1)
130 + c

(1)
440)(ik)f

′
3j + (−1)j+1c

(1)
440μ(ik)f3j = 0,

(c
(1)
130 + c

(1)
440)(ik)f

′
1j + (−1)j+1c

(1)
130μ(ik)f1j+

+c
(1)
330f

′′
3j + (−1)j+1c

(1)
330μf

′
3j + (ρ

(1)
0 ω2 − c

(1)
440k

2)f3j = 0.

(8)

Уравнения (8) удобно представлять в более компактной форме

α1f
′′
1j + (−1)j+1β1f

′
1j + γ1f1j + δ1f

′
3j + (−1)j+1ε1f3j = 0,

δ2f
′
1j + (−1)j+1ε2f1j + α2f

′′
3j + (−1)j+1β2f

′
3j + γ2f3j = 0,

(9)

α1 = A
(1)
440, β1 = c

(1)
440μ, γ13 = (ρ

(1)
0 ω2 − c

(1)
110k

2),

δ1 = (c
(1)
130 + c

(1)
440)(ik), ε1 = c

(1)
440μ(ik), δ2 = (c

(1)
440 + c

(1)
130)(ik), ε2 = c

(1)
130μ(ik),

α2 = c
(1)
330, β23 = c

(1)
330μ, γ2 = (ρ

(1)
0 ω2 − c

(1)
440k

2).

Системы дифференциальных уравнений относительно комплексных ампли-
тудных функций g1±(x3), g3±(x3) в представлениях волновых смещений

u1±(x1, x3, t) = g1±(x3)e−i(ωt−kx1), u3±(x1, x3, t) = g3±(x3)e−i(ωt−kx1), (10)
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описывающих исследуемые P-SV волны типа вдоль направления Ox1 в транс-
версально-изотропных функционально-градиентных полупространствах V (+) и
V (−), с учетом свойств (6) могут быть записаны в виде

A
(+)
440g

′′
1± + (−1)j+1γe(−1)jβx3c

(+)
440g

′
1± + (ρ

(+)
0 ω2 − c

(+)
110k

2)g1±+

+(c
(+)
130 + c

(+)
440)(ik)g

′
3± + (−1)j+1γe(−1)jβx3c

(+)
440(ik)g3± = 0,

(c
(+)
440 + c

(+)
130)(ik)g

′
1± + (−1)j+1γe(−1)jβx3c

(+)
130(ik)g1± + c

(+)
330g

′′
3±+

+(−1)j+1γe(−1)jβx3c
(+)
330g

′
3± + (ρ

(+)
0 ω2 − c

(+)
440k

2)g3± = 0,

(11)

и далее представлены в матричной форме:

(A
(0±)
1 ∂23 +A

(0±)
2 ∂3 +A

(0±)
3 )G(±) = (−1)jγe(−1)jβx3(A

(1±)
2 ∂3 +A

(1±)
3 )G(±), (12)

A
(0±)
1 =

(
c
(+)
440 0

0 c
(+)
330

)
, A

(0±)
2 =

(
0 ik(c

(+)
130 + c

(+)
440)

ik(c
(+)
130 + c

(+)
440) 0

)
,

A
(0±)
3 =

(
(ρ

(+)
0 ω2 − c

(+)
110k

2) 0

0 (ρ
(+)
0 ω2 − c

(+)
440k

2)

)
,

A
(1±)
2 =

(
c
(+)
440 0

0 c
(+)
330

)
, A

(1±)
3 =

(
0 ikc

(+)
440

ikc
(+)
130 0

)
.

(13)

В соотношениях (11)–(13) выбирается j = 1 для случая полупространства V (+)

и j = 2 – для полупространства V (−).
Системы уравнений (8), (11) дополняются краевыми условиями идеального

механического сопряжения на плоскостях контакта граней слоя и границ по-
лупространств, условиями идеального механического сопряжения в плоскости
x3 = 0 контакта слоев V (1) и V (2), а также условиями, связанными с предпо-
ложениями относительно типа симметрии волновых движений в слое. Данные
условия в реализуемом исследовании имеют вид

f11(h) = g1+(h), f31(h) = g3+(h),

exp(μh)(ik(c
(1)
130 + c

(1)
440)f11(h) + c

(1)
330f

′
31(h)) =

= exp(λ · exp(−βh))(ik(c(+)
130 + c

(+)
440)g1+(h) + c

(+)
330g

′
3+(h)),

exp(μh)(ikc
(1)
440f31(h) + c

(1)
440f

′
11(h)) =

= exp(λ · exp(−βh))(ikc(+)
440g3+(h) + c

(+)
440g

′
1+(h));

(14)

f12(−h) = g1−(−h), f32(−h) = g3−(−h),
exp(−μh)(ik(c(1)130 + c

(1)
440)f12(−h) + c

(1)
330f

′
32(−h)) =

= exp(λ · exp(βh))(ik(c(+)
130 + c

(+)
440)g1−(−h) + c

(+)
330g

′
3−(−h)),

exp(−μh)(ikc(1)440f32(−h) + c
(1)
440f

′
12(−h)) =

= exp(λ · exp(βh))(ikc(+)
440g3−(−h) + c

(+)
440g

′
1−(−h));

(15)
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f11(0) = f12(0), f31(0) = f32(0),

ikc
(1)
440f31(0) + c

(1)
440f

′
11(0) = ikc

(1)
440f32(0) + c

(1)
440f

′
12(0),

ik(c
(1)
130 + c

(1)
440)f11(0) + c

(1)
330f

′
31(0) = ik(c

(1)
130 + c

(1)
440)f12(0) + c

(1)
330f

′
32(0);

(16)

f11(h) = f12(−h), f31(h) = −f32(−h),
g1+(h) = g1−(−h), g3+(h) = −g3−(−h).

(17)

Представленные постановочные соотношения являются базовыми для полу-
чения характеристик исследуемых волн в компонентах составного волновода и
формулировки основного дисперсионного уравнения для локализованных вол-
новых движений рассматриваемого типа.

2. Получение представлений для волновых полей и формулиров-
ка дисперсионного уравнения. Решения систем уравнений (9) для случая
симметричных волн в составном слое отыскиваются на базе метода Эйлера c
подстановкой f1 = Q1e

px3 , f3 = Q3e
px3 , в результате которой записываются си-

стемы линейных алгебраических уравнений относительно Q1, Q3:

(α1p
2 + (−1)j+1β1p+ γ1)Q1 + (δ1p+ (−1)j+1ε1)Q3 = 0,

(δ2p+ (−1)j+1ε2)Q1 + (α2p
2 + (−1)j+1β2p+ γ2)Q3 = 0,

(18)

и соответствующие полиномиальные характеристические уравнения

Δ1p
4 + (−1)j+1Δ2p

3 +Δ3p
2 + (−1)j+1Δ4p+Δ5 = 0,

Δ1 = α1α2, Δ2 = (−1)j+1(α1β2 + α2β1), Δ3 = α1γ2 + β1β2 + γ1γ2 − δ1δ2,

Δ4 = (−1)j+1(β1γ2 + γ1β2 − δ1ε2 − ε1δ2), Δ5 = γ1γ2 − ε1ε2.

(19)

При дальнейшей реализации алгоритма построения и анализа дисперсионного
уравнения для исследуемых нормальных волн должна учитываться параметри-
ческая непрерывность выделяемых ветвей корней, что при численном решении
(19) требует создания дополнительного алгоритма их упорядочения. В этой свя-
зи, для нахождения корней (19) целесообразным является использование ана-
литического метода Феррари. При этом (19) приводится к виду

p4 + (−1)j+1Ap3 +Bp2 + (−1)j+1Cp+D = 0, (20)

и в качестве этапа применения метода для обоих вариантов задания j, с приме-
нением формул Кардано для уравнения

y3 −By2 + (AC − 4D)y −A2D + 4BD − C2 = 0 (21)

рассчитывается величина

y0 =
3

√
−q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q
2
−
√
q2

4
+
p3

27
, (22)
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p = −B
2

3
q = −2B3

27
+
B(AC − 4D)

3
−A2D + 4BD − C2, (23)

не зависящая от выбора j ввиду вхождения коэффициентов полинома (20) при
p и p3 в выражения (21)–(23) во второй степени, а также в виде совместного
произведения. Далее корни характеристических полиномов (20) соответственно
определяются из пары квадратных уравнений

p2 + (−1)j+1A

2
p+

y0
2
±

±
√
(
A2

4
−B − y0)p2 + (−1)j+1(

A

2
y0 − C)p+

y20
4

−D = 0,

(24)

с полными квадратами в подкоренных выражениях. В силу этого, для j = 1

p
(1)
1 =

−b1 +
√
D1

2
, p

(1)
2 =

−b1 −
√
D1

2
, p

(1)
3 =

−b2 +
√
D2

2
, p

(1)
4 =

−b2 +
√
D2

2
, (25)

и для j = 2

p
(2)
1 =

b1 +
√
D1

2
, p

(2)
2 =

b1 −
√
D1

2
, p

(2)
3 =

b2 +
√
D2

2
, p

(2)
4 =

b2 +
√
D2

2
, (26)

b1 =
A

2
+ α, b2 =

A

2
− α, D1 =

√
b21 − 4(

y0
2

+ β), D2 =

√
b22 − 4(

y0
2

− β), (27)

α = (A2/4−B − y0)
1/2, β = (y20/4−D)1/2.

Соответственно, между наборами корней p(1)
m и p(2)

m имеется следующая из (25),
(26) и подлежащая учету при записи представлений решений систем (9) связь

p
(2)
1 = −p(1)2 , p

(2)
2 = −p(1)1 , p

(2)
3 = −p(1)4 , p

(2)
4 = −p(1)3 . (28)

Для получаемых таким образом выражений

f1j(x3) = Q
(1)
1j e

p1x3 +Q
(2)
1j e

p2x3 +Q
(3)
1j e

p3x3 +Q
(4)
1j e

p4x3 ,

f3j(x3) = Q
(1)
3j e

p1x3 +Q
(2)
3j e

p2x3 +Q
(3)
3j e

p3x3 +Q
(4)
3j e

p4x3 ,

из (18) могут быть установлены соотношения связи Q(m)
1j и Q(m)

3j . Так, в случае
j = 1

Q
(m)
11 = Δ

(m)
1 Q(m), Δ

(m)
1 = (δ1pm + ε1),

Q
(m)
31 = Δ

(m)
3 Q(m), Δ

(m)
3 = (α1p

2
m + β1pm + γ1),

(29)

f11(x3) = Δ
(1)
1 Q(1)ep1x3 +Δ

(2)
1 Q(2)ep2x3 +Δ

(3)
1 Q(3)ep3x3 +Δ

(4)
1 Q(4)ep4x3 ,

f31(x3) = Δ
(1)
3 Q(1)ep1x3 +Δ

(2)
3 Q(2)ep2x3 +Δ

(3)
3 Q(3)ep3x3 +Δ

(4)
3 Q(4)ep4x3 ;

(30)
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в случае j = 2

Q
(m)
12 = θ

(m)
1 R(m), θ

(m)
1 = (δ1pm − ε1), θ

(m)
3 = (α1p

2
m − β1pm + γ1); (31)

f12(x3) = θ
(1)
1 R(1)e−p1x3 + θ

(2)
1 R(2)e−p2x3 + θ

(3)
1 R(3)e−p3x3 + θ

(4)
1 R(4)e−p4x3 ,

f32(x3) = θ
(1)
3 R(1)e−p1x3 + θ

(2)
3 R(2)e−p2x3 + θ

(3)
3 R(3)e−p3x3 + θ

(4)
3 R(4)e−p4x3 .

(32)

Таким образом, для симметричной волны верны соотношения

Δ
(m)
1 Q(m) = θ

(m)
1 R(m), Δ

(m)
3 Q(m) = θ

(m)
3 R(m). (33)

Используя, далее, краевые условия (16), можно записать равенства

p1Δ
(1)
1 Q(1) + p2Δ

(2)
1 Q(2) + p3Δ

(3)
1 Q(3) + p4Δ

(4)
1 Q(4) =

= −p1θ(1)1 R(1) − p2θ
(2)
1 R(2) − p3θ

(3)
1 R(3) − p4θ

(4)
1 R(4),

p1Δ
(1)
3 Q(1) + p2Δ

(2)
3 Q(2) + p3Δ

(3)
3 Q(3) + p4Δ

(4)
3 Q(4) =

= −p1θ(1)3 R(1) − p2θ
(2)
3 R(2) − p3θ

(3)
3 R(3) − p4θ

(4)
3 R(4),

которые трансформируются в соотношения связи четырех констант Q(m)

4∑
m=1

pmΔ
(m)
1 Q(m) = 0,

4∑
m=1

pmΔ
(m)
3 Q(m) = 0. (34)

При введении переобозначений

pmΔ
(m)
1 = am, pmΔ

(m)
3 = bm, Q(1) = A, Q(2) = B, (35)

из (34), можно, в итоге, получить

Q(3) = (
a4(b3a1 − b1a3)

a3(b4a3 − b3a4)
− a1
a3

)A+ (
a4(b3a2 − b2a3)

a3(b4a3 − b3a4)
− a2
a3

)B = φ1A+ φ2B,

[Q(4) =
b3a1 − b1a3
b4a3 − b3a4

A+
b3a2 − b2a3
b4a3 − b3a4

B = φ3A+ φ4B.

(36)

и далее, соответственно, записать формулы для расчета амплитудных функций
перемещений и напряжений в слое V (1) для симметричной нормальной волны:

f11(x3) = A(Δ
(1)
1 ep1x3 + φ1Δ

(3)
1 ep3x3 + φ3Δ

(4)
1 ep4x3)+

+B(Δ
(2)
1 ep2x3 + φ2Δ

(3)
1 ep3x3 + φ4Δ

(4)
1 ep4x3),

f31(x3) = A(Δ
(1)
3 ep1x3 + φ1Δ

(3)
3 ep3x3 + φ3Δ

(4)
3 ep4x3)+

+B(Δ
(2)
3 ep2x3 + φ2Δ

(3)
3 ep3x3 + φ4Δ

(4)
3 ep4x3),

σ31,1(x3) = eμx3 [A(c
(1)
440ikΔ

(1)
3 ep1x3 + c

(1)
440ikφ1Δ

(3)
3 ep3x3 + c

(1)
440ikφ3Δ

(4)
3 ep4x3+

+c
(1)
440p1Δ

(1)
1 ep1x3 + c

(1)
440p3φ1Δ

(3)
1 ep3x3 + c

(1)
440p4φ3Δ

(4)
1 ep4x3)+

(37)
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+B(c
(1)
440ikΔ

(2)
3 ep2x3 + c

(1)
440ikφ2Δ

(3)
3 ep3x3 + c

(1)
440ikφ4Δ

(4)
3 ep4x3+

+c
(1)
440p2Δ

(2)
1 ep2x3 + c

(1)
440p3φ2Δ

(3)
1 ep3x3 + c

(1)
440p4φ4Δ

(4)
1 ep4x3)],

σ33,1(x3) = eμx3 [A(c
(1)
130ikΔ

(1)
1 ep1x3 + c

(1)
130ikφ1Δ

(3)
1 ep3x3 + c

(1)
130ikφ3Δ

(4)
1 ep4x3+

+c
(1)
330p1Δ

(1)
3 ep1x3 + c

(1)
330p3φ1Δ

(3)
3 ep3x3 + c

(1)
330p4φ3Δ

(4)
3 ep4x3)+

+B(c
(1)
130ikΔ

(2)
1 ep2x3 + c

(1)
130ikφ2Δ

(3)
1 ep3x3 + c

(1)
130ikφ4Δ

(4)
1 ep4x3+

+c
(1)
330p2Δ

(2)
3 ep2x3 + c

(1)
330p3φ2Δ

(3)
3 ep3x3 + c

(1)
330p4φ4Δ

(4)
3 ep4x3)].

Для получения решений, описывающих волновые поля в полупространствах
систем (12), в реализуемом исследовании использована представленная в рабо-
те [13] итерационная методика интегрирования, с применением которой пред-
ставление G(+)(x3) получено в виде линейной комбинации базисных векторных
частных решений G(+)

j (x3) с произвольными коэффициентами C и D

G(+)(x3) = CG
(+)
1 (x3) +DG

(+)
2 (x3), G

(+)
j (x3) =

(
g1+,j(x3)
g3+,j(x3)

)
, (38)

G
(+)
j (x3) = G

(+)
0j (x3) +G

(+)
1j (x3) +G

(+)
2j (x3) + ...+G

(+)
pj (x3) + ...; (39)

(A
(0+)
1 ∂23 +A

(0+)
2 ∂3 +A

(0+)
3 )G

(+)
0j (x3) = 0; (40)

(A
(0+)
1 ∂23 +A

(0+)
2 ∂3 +A

(0+)
3 )G

(+)
1j (x3) = −γe−βx3(A

(1+)
2 ∂3 +A

(1+)
3 )G

(+)
0j (x3), ...,

(A
(0+)
1 ∂23 +A

(0+)
2 ∂3 +A

(0+)
3 )G

(+)
pj (x3) =

= −γe−βx3(A
(1+)
2 ∂3 +A

(1+)
3 )G

(+)
p−1,j(x3), ...; γ = βλ.

(41)

При построении базисного частного решения G(+)
j (x3) в качестве G

(+)
0j (x3) ис-

пользуется частное решение однородного уравнения (40) вида

G
(+)
0j (x3) = f

0j+
eδj+x3 , (42)

в котором δj+ (j = 1, 2) – удовлетворяющие условию Reδj+ > 0 корни биквад-
ратного характеристического уравнения

det

∥∥∥∥∥ c
(+)
440δ

2 + (ρ
(+)
0 ω2 − c

(+)
110k

2) ik(c
(+)
130 + c

(+)
440)δ

ik(c
(+)
130 + c

(+)
440)δ c

(+)
330δ

2 + (ρ
(+)
0 ω2 − c

(+)
440k

2)

∥∥∥∥∥ = 0; (43)

f
0j+

=

(
−ik(c(+)

130 + c
(+)
440)δj+

c
(+)
440δ

2
j+ + (ρ

(+)
0 ω2 − c

(+)
110k

2)

)
. (44)

Далее, на базе итерационного алгоритма (41) последовательно формируются
представления
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G
(+)
1j (x3) = f

1j+
e(δj+−β)x3 , ... , G

(+)
nj (x3) = f

nj+
e(δj+−nβ)x3 , ..., (45)

f
nj+

= −γM−1
1n,j+M 2n,j+fn−1,j+

=

= (−γ)nM−1
1n,j+M 2n,j+M

−1
1n−1,j+M2n−1,j+...M

−1
11,j+M21,j+f0j+,

M1n,j+ = (δj+ − nβ)2A
(0+)
1 + (δj+ − nβ)A

(0+)
2 +A

(0+)
3 ,

M2n,j+ = (δj+ − (n − 1)β)A
(1+)
2 +A

(1+)
3 .

(46)

С введением обозначений

Q
nj+

=M−1
1n,j+M2n,j+, (47)

представления для G(+)
j (x3) принимают форму экспоненциальных рядов

G
(+)
j (x3) = f

0j+
eδj+x3 − γQ

1j+
f
0j+

e(δj+−β)x3 + γ2Q
2j+

Q
1j+

f
0j+

e(δj+−2β)x3−
−...+ (−γ)nQ

nj+
Q

n−1,j+
...Q

1j+
f01+e

(δj−nβ)x3 + ...
(48)

Соответственно, для полупространства V (+) записываются следующие пред-
ставления фигурирующих в граничных условиях (14) амплитудных кинемати-
ческих и силовых характеристик волнового поля

g1+(x3) = Cg1+,1(x3) +Dg1+,2(x3), g3+(x3) = Cg3+,1(x3) +Dg3+,2(x3); (49)

σ31+(x3) = exp(λ exp(−βx3))[C(c
(+)
440∂3g1+,1(x3) + ikc

(+)
440g3+,1(x3))+

+D(c
(+)
440∂3g1+,2(x3) + ikc

(+)
440g3+,2(x3))],

σ33+(x3) = exp(λ exp(−βx3))[C(ikc
(+)
130g1+,1(x3) + c

(+)
330∂3g3+,1(x3))+

+D(ikc
(+)
130g1+,2(x3) + c

(+)
330∂3g3+,2(x3))].

C использованием содержащих четыре произвольные постоянные A, B, C, D
представлений для характеристик волновых полей в V (+) и V (1), применительно
к рассматриваемому случаю распространения симметричных локализованных
волн из граничных условий (14) можно получить дисперсионное соотношения
для исследуемых волновых движений в форме равенства нулю функционально-
го определителя четвертого порядка

F (ω, k) = det ‖apq‖ = 0, (50)

a11 = Δ
(1)
1 ep1h + φ1Δ

(3)
1 ep3h + φ3Δ

(4)
1 ep4h,

a12 = Δ
(2)
1 ep2h + φ2Δ

(3)
1 ep3h + φ4Δ

(4)
1 ep4h,

(51)
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a13 = −g1+,1(h), a14 = −g1+,2(h);

a21 = Δ
(1)
3 ep1h + φ1Δ

(3)
3 ep3h + φ3Δ

(4)
3 ep4h,

a22 = Δ
(2)
3 ep2h + φ2Δ

(3)
3 ep3h + φ4Δ

(4)
3 ep4h,

a23 = −g3+,1(h), a24 = −g3+,2(h);

a31 = eμh(c
(1)
440ikΔ

(1)
3 ep1h + c

(1)
440ikφ1Δ

(3)
3 ep3h + c

(1)
440ikφ3Δ

(4)
3 ep4h+

+c
(1)
440p1Δ

(1)
1 ep1h + c

(1)
440p3φ1Δ

(3)
1 ep3h + c

(1)
440p4φ3Δ

(4)
1 ep4h),

a32 = eμh(c
(1)
440ikΔ

(2)
3 ep2h + c

(1)
440ikφ2Δ

(3)
3 ep3h + c

(1)
440ikφ4Δ

(4)
3 ep4h+

+c
(1)
440p2Δ

(2)
1 ep2x3 + c

(1)
440p3φ2Δ

(3)
1 ep3x3 + c

(1)
440p4φ4Δ

(4)
1 ep4x3),

a33 = −(c
(+)
440∂3g1+,1(h) + ikc

(+)
440g3+,1(h)) exp(λ exp(−βh)),

a34 = −(c
(+)
440∂3g1+,2(h) + ikc

(+)
440g3+,2(h)) exp(λ exp(−βh));

a41 = eμh(c
(1)
130ikΔ

(1)
1 ep1h + c

(1)
130ikφ1Δ

(3)
1 ep3h + c

(1)
130ikφ3Δ

(4)
1 ep4h+

+c
(1)
330p1Δ

(1)
3 ep1h + c

(1)
330p3φ1Δ

(3)
3 ep3h + c

(1)
330p4φ3Δ

(4)
3 ep4h),

a42 = eμh(c
(1)
130ikΔ

(2)
1 ep2h + c

(1)
130ikφ2Δ

(3)
1 ep3h + c

(1)
130ikφ4Δ

(4)
1 ep4h+

+c
(1)
330p2Δ

(2)
3 ep2h + c

(1)
330p3φ2Δ

(3)
3 ep3h + c

(1)
330p4φ4Δ

(4)
3 ep4h),

a43 = −(ikc
(+)
130g1+,1(h) + c

(+)
330∂3g3+,1(h)) exp(λ exp(−βh)),

a44 = −(ikc
(+)
130g1+,2(h) + c

(+)
330∂3g3+,2(h)) exp(λ exp(−βh)).

Заключение. Итогом представляемых в данной работе исследований явля-
ется разработка аналитического алгоритма получения дисперсионного уравне-
ния, а также расчетных соотношений для кинематических и силовых характе-
ристик в модели распространения локализованных стационарных симметрич-
ных упругих волн P-SV типа вдоль произвольного направления в плоскости
трансверсально-изотропного функционально-градиентного слоя-пласта с сим-
метричной по толщине экспоненциальной поперечной неоднородностью и распо-
ложенного между однотипными трансверсально-изотропными неоднородными
полупространствами с физико-механическими характеристиками, описываемы-
ми двойными экспоненциальными функциями поперечной координаты.
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A.A. Glukhov
Waves of longitudinal shear type in an anisotropic layer between inhomogeneous half-
spaces.

An algorithm for obtaining the dispersion equation, as well as calculated relationships for kinematic
and stresses characteristics for localized symmetrical stationary elastic waves of the P-SV type
propagating in the plane of a transversely isotropic functionally gradient layer-layer, which has
an exponential transverse heterogeneity symmetrical in thickness and located between similar
transversally isotropic inhomogeneous half-spaces with physical and mechanical characteristics
described by double exponential functions of the transverse coordinate is presented. The considered
model describes wave deformation processes studied in mining seismoacoustics, mine reservoir
seismic exploration, ultraacoustic flaw detection and acoustoelectronics, and is also of interest in
connection with the issues of wave deformation of structures created using additive technologies.

Keywords: layer between half-spaces, functional-gradient transversally isotropic materials,
double exponential and exponential functions of heterogeneity, stationary dynamic deformation,
longitudinal-shear localized waves, dispersion equations, calculated relations for kinematic and
stresses characteristics.
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Учет параметрической неопределенности при расчете скоростей термоупругих волн

использованием арифметики нечетких величин и модифицированной альфа–уровневой фор-
мы эвристического принципа расширения. Получены расчетные соотношения для основных
неконтрастных характеристик рассматриваемых моделей.
Ключевые слова: термоупругие волны, модели расчета скоростей, разбросы исходных
параметров, погрешности экспериментальных данных, технологические допуски, нечетко-
множественный учет неопределенности, аппарат нечетких вычислений, эвристический
принцип расширения.

Введение и цели исследования.Для обширного ряда современных научно-
технических отраслей, таких как энергетика, машино- и приборостроение, аэро-
космическая индустрия, технологии диагностики твердотельных объектов, од-
ним из актуальных аспектов в проектных расчетах и количественном монито-
ринге эксплуатационных режимов является получение адекватных оценок для
скоростей распространения термомеханических возмущений – связанных термо-
упругих волн [1–5]. При этом повышение качества расчетных оценок связано, в
том числе, с учетом возможных погрешностей для значений исходных парамет-
ров расчетных моделей, обусловленных разбросами экспериментальных замеров
различных физико-механических характеристик материалов и технологически-
ми допусками в процессах их изготовления. Способы учета разбросов в значе-
ниях исходных параметров расчетных функциональных соотношений связаны
с применением в исследуемых моделях методов вероятностно-стохастического
анализа либо методов теории нечетких множеств [6, 7]. При этом особенностя-
ми применения нечетко-множественного подхода в исследованиях параметриче-
ских зависимостей для скоростей термоупругих волн являются менее строгие
требования к характеру неконстрастной исходной информации, которая при ис-
пользовании вероятностного подхода должна быть представлена однородными
частотными выборками большой мощности, а также возможности учета дан-
ных эксклюзивных субъективных экспертных заключений. В контексте пред-
ставленных соображений, целью данной работы является разработка нечетко-
множественной методики учета параметрической неопределенности в виде раз-
бросов значений исходных параметров при расчете скоростей связанных термо-
упругих волн в деформируемых средах.

1. Детерминистические расчетные модели для скоростей термо-
упругих волн. Актуальные апробированные модели расчета скоростей связан-
ных термоупругих волн при учете различных групп факторов в рассматривае-
мых процессах представлены, в частности, в работах [8, 9]. Так, в рамках клас-
сической модели распространения гармонических термоупругих волн круговой
частоты ω с плоским фронтом в изотропной среде с начальной температурой
T0, изотермическими параметрами Ламе λ и μ, коэффициентом объемного теп-
лового расширения αT , коэффициентом теплопроводности λ0, плотностью ρ и
параметром теплоемкости cε, фазовые скорости и декременты затухания квази-
упругой (квазиакустической) v1, ϑ1 и квазитепловой (квазитермической) v2, ϑ2
составляющих соответственно определяются соотношениями [8]

v1 = ω/Re((1/2)(σ2 + q(1 + ε) + ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2, (1)
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ϑ1 = Im((1/2)(σ2 + q(1 + ε) + ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2, (2)

v2 = ω/Re((1/2)(σ2 + q(1 + ε)− ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2, (3)

ϑ2 = Im((1/2)(σ2 + q(1 + ε)− ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2, (4)

σ = ω/c1, q = iω/ς, ε = mης, c1 = ((λ+ 2μ)/ρ)1/2, ς = λ0/cε, (5)

η = γT0/λ0, m = γ/(c21ρ), γ = (3λ+ 2μ)αT .

В рамках модели гиперболической теплопроводности с релаксацией тепло-
вого потока [10, 11] асимптоты скоростей и коэффициентов затухания квазиу-
пругой и квазитепловой составляющих рассчитываются на базе соотношений,
записываемых, по большей части, в обозначениях работы [11]:

v1ag = (2/(A1 +A2 − a∗))1/2, v2ag = (2/(A1 +A2 + a∗))1/2, (6)

ϑ1ag = A3(a∗ − b∗)(2a∗(2(A1 +A2 − a∗))1/2)−1, (7)

ϑ2ag = A3(a∗ + b∗)(2a∗(2(A1 +A2 + a∗))1/2)−1,

a∗ = ((A1 −A2)
2 + 4A1A2A4)

1/2, b∗ = A2 +A1(2A4 − 1); (8)

A1 = ρ/(K + (4/3)G), A2 = τA3, A3 = λ−1
0 (ρcε + α2

TKT0(1 + (4/3)GK−1)−1),

A4 = (1 + ρcε(1 + (4/3)GK−1)/(α2
TKT0))

−1;

ρ – плотность изотропной среды, T0 – начальное отсчетное значение температу-
ры, K = λ+ (2/3)μ – изотермический модуль объемного сжатия, G – изотерми-
ческий модуль сдвига, αT – коэффициент объемного теплового расширения, λ0
– коэффициент теплопроводности, cε – параметр теплоемкости при постоянном
объеме, τ – параметр постоянной релаксации теплового потока.

Расчет подлежащих анализу значений непосредственно для величин фазо-
вых скоростей vg(ω) и коэффициентов затухания ϑg(ω) рассматриваемых волн,
в целях реализуемого алгоритма исследования учета влияния фактора парамет-
рической неопределенности, осуществляется с использованием полученной в [10]
системы дисперсионных соотношений

ϑ4 − 6ϑ2k2 + k4 + 2A3ϑkω + (A1 +A2)(ϑ
2 − k2)ω2 −A1A2(A4 − 1)ω4 = 0, (9)

4ϑk3 −A3ω(k
2 +A1(A4 − 1)ω2)− (4ϑ3 + 2(A1 +A2)ϑω)k + 3ϑ2ω = 0,

по следующей схеме: из второго соотношения (9), рассматриваемого как кубиче-
ское уравнение относительно величины k, по формулам Кардано записываются
три варианта представлений

k = Φj(ϑ, ω,A1, A2, A3, A4); (10)

на основе подстановки этих представлений в первое уравнение (9) записываются
три варианта численно исследуемого нелинейного уравнения

ϑj(ω,A1, A2, A3, A4) = 0; (11)
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после расчета отвечающих физическим условиям рассматриваемой модели кор-
ней ϑ∗(ω) уравнения (11), как коэффициентов затухания волны с круговой ча-
стотой ω, определяется значения фазовой скорости соответствующей волны

v(ω) = ω/Φ(ϑ∗(ω), ω). (12)

Дальнейшей задачей исследования является построение нечетко-множествен-
ных обобщений представленных выше расчетных алгоритмов на основе эври-
стического принципа обобщения в альфа-уровневой модификации и поэтапного
фрагментированного применения аппарата нечетко-множественных вычислений
в процессе перехода к обладающим разбросами нечетким аргументам в расчет-
ных соотношениях для характеристик детерминистических вариантов рассмат-
риваемых моделей [13].

2. Нечетко-множественное обобщение расчетного алгоритма в рам-
ках классической модели теплопроводности.При разработке нечетко-мно-
жественной модификации расчетных соотношений (1)–(4), их исходные физико-
механические, а также промежуточные и выходные параметры, интерпретиру-
ются как выпуклые нечетко-множественные величины λ̃, μ̃, λ̃0, c̃ε, αT , ρ̃, T̃0, σ̃,
q̃, ε̃, c̃1, ζ̃ , η̃, m̃, γ̃, ṽ1, ϑ̃1, ṽ2, ϑ̃2, представленные суперпозициями множеств
α-уровня

λ̃ =
⋃

α∈[0,1]
[λα, λα], μ̃ =

⋃
α∈[0,1]

[μ
α
, μα], ..., (13)

m̃ =
⋃

α∈[0,1]
[mα,mα], γ̃ =

⋃
α∈[0,1]

[γ
α
, γα];

ṽ1(ω) =
⋃

α∈[0,1]
[v1α(ω), v1α(ω)], ϑ̃1(ω) =

⋃
α∈[0,1]

[ϑ1α(ω), ϑ1α(ω)],

ṽ2(ω) =
⋃

α∈[0,1]
[v2α(ω), v2α(ω)], ϑ̃2(ω) =

⋃
α∈[0,1]

[ϑ2α(ω), ϑ2α(ω)].
(14)

В случае интерпретации неконтрастных исходных параметров λ̃, μ̃, λ̃0, c̃ε, αT ,
ρ̃, T̃0 треугольными нормальными нечеткими числами λ̃ = (λ1, λ2, λ3), μ̃ = (μ1,
μ2, μ3), λ̃0 = (λ01, λ02, λ03), c̃ε = (cε1, cε2, cε3), α̃T = (αT1, αT2, αT3), ρ̃ =
= (ρ1, ρ2, ρ3), T̃0 = (T01, T02, T03), соответствующие границы интервалов α –
уровня имеют вид

λα = (1− α)λ1 + αλ2, λα = αλ2 + (1− α)λ3;

μ
α
= (1− α)μ1 + αμ2, μα = αμ2 + (1− α)μ3; ...;

T 0α = (1− α)T01 + αT02, T 0α = αT02 + (1− α)T03.

(15)

Промежуточные параметры σ̃, q̃, ε̃, c̃1, ζ̃, η̃, m̃, γ̃ обобщаемой расчетной
модели, определяемые соотношениями (5), могут быть получены в явной форме
с применением аппарата арифметики треугольных нечетких чисел [9–10, 16–17]:
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c̃1 = (c11, c12, c13), c11 = (λ1 + 2μ1)/ρ3, c12 = (λ2 + 2μ2)/ρ2,

c13 = (λ3 + 2μ3)/ρ1; γ̃ = (γ1, γ2, γ3), γ1 = (3λ1 + 2μ1)αT1,

γ2 = (3λ2 + 2μ2)αT2, γ3 = (3λ3 + 2μ3)αT3;

σ̃ = (σ1, σ2, σ3), σ1 = ω/c13, σ2 = ω/c12, σ3 = ω/c11;

ζ̃ = (ζ1, ζ2, ζ3), ζ1 = λ01/cε3, ζ2 = λ02/cε2, ζ3 = λ03/cε1;

q̃ = (q1, q2, q3), q1 = iω/ζ3, q2 = iω/ζ2, q3 = iω/ζ1;

η̃ = (η1, η2, η3), η1 = γ1T01/λ03, η2 = γ2T02/λ02, η3 = γ3T03/λ01;

m̃ = (m1, m2, m3), m1 = γ1/(c
2
13ρ3), m2 = γ2/(c

2
12ρ2), m3 = γ3/(c

2
11ρ1);

ε̃ = (ε1, ε2, ε3), ε1 = m1η1ζ1, ε2 = m2η2ζ2, ε3 = m3η3ζ3.

(16)

Непосредственно расчет характеристик ṽ1, ϑ̃1, ṽ2, ϑ̃2 осуществляется на ос-
нове применения альфа-уровневой модификации эвристического принципа обоб-
щения [9, 10], в рамках которого они определяются в форме (14), где

v1α(ω) = inf
σ∈[σα, σα]
q∈[q

α
, qα]

ε∈[εα, εα]

{ω/Re((1/2)(σ2 + q(1 + ε) + ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2},

v1α(ω) = sup
σ∈[σα, σα]
q∈[q

α
, qα]

ε∈[εα, εα]

{ω/Re((1/2)(σ2 + q(1 + ε) + ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2}; (17)

ϑ1α(ω) = inf
σ∈[σα, σα]
q∈[q

α
, qα]

ε∈[εα, εα]

{Im((1/2)(σ2 + q(1 + ε) + ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2},

ϑ1α(ω) = sup
σ∈[σα, σα]
q∈[q

α
, qα]

ε∈[εα, εα]

{Im((1/2)(σ2 + q(1 + ε) + ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2};
(18)

v2α(ω) = inf
σ∈[σα, σα]
q∈[q

α
, qα]

ε∈[εα, εα]

{ω/Re((1/2)(σ2 + q(1 + ε)− ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2},

v2α(ω) = sup
σ∈[σα, σα]
q∈[q

α
, qα]

ε∈[εα, εα]

{ω/Re((1/2)(σ2 + q(1 + ε)− ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2};
(19)

ϑ2α(ω) = inf
σ∈[σα, σα]
q∈[q

α
, qα]

ε∈[εα, εα]

{Im((1/2)(σ2 + q(1 + ε)− ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2},

ϑ2α(ω) = sup
σ∈[σα, σα]
q∈[q

α
, qα]

ε∈[εα, εα]

{Im((1/2)(σ2 + q(1 + ε)− ((σ2 + q(1 + ε))2 − 4qσ2)1/2))1/2};
(20)
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σα = (1− α)σ1 + ασ2, σα = ασ2 + (1− α)λσ3;

q
α
= (1− α)q1 + αq2, qα = αq2 + (1− α)q3;

εα = (1− α)ε1 + αε2, εα = αε2 + (1− α)ε3;

(21)

а величины σj, qj, εj рассчитываются по формулам (16).
3. Нечетко-множественное обобщение расчетного алгоритма в рам-

ках модели гиперболической теплопроводности. Нечетко-множественная
модификация расчетного алгоритма (6)–(8) для определения асимптот скоро-
стей и коэффициентов затухания квазиупругой и квазитепловой составляющих
объемных термоупругих волн в рамках модели гиперболической теплопровод-
ности с релаксацией теплового потока строится по схеме, аналогичной вышеопи-
санной. Применительно к исходным параметрам в представлениях (8), а также
к промежуточным параметрам расчетного алгоритма (6)–(8), в дополнение к
(13) вводятся нечетко-множественные характеристики

K̃ =
⋃

α∈[0,1]
[Kα,Kα],

Kα = (1− α)K1 + αK2, Kα = αK2 + (1− α)K3, Kj = λj + (2/3)μj ;

τ̃ =
⋃

α∈[0,1]
[τα, τα], τα = (1− α)τ1 + ατ2, τα = ατ2 + (1− α)τ3;

ã∗ =
⋃

α∈[0,1]
[a∗α, a∗α], b̃∗ =

⋃
α∈[0,1]

[b∗α, b∗α],

Ãj = (Aj1, Aj2, Aj3) =
⋃

α∈[0,1]
[Ajα, Ajα],

Ajα = (1− α)Aj1 + αAj2, Ajα = αAj2 + (1− α)Aj3, (j = 1, 4).

(22)

Расчетные формулы для Ãj базируются на аппарате стандартной арифме-
тики треугольных нормальных нечетких чисел и имеют вид:

A11 = ρ1/(K3 + (4/3)G3), A12 = ρ2/(K2 + (4/3)G2), A13 = ρ3/(K1 + (4/3)G1);

A21 = τ1A31, A22 = τ2A32, A23 = τ3A33;

A31 = λ−1
03 (ρ1cε1 + α2

T1K1T01(1 + (4/3)G3K
−1
1 )−1),

A32 = λ−1
02 (ρ2cε2 + α2

T2K2T02(1 + (4/3)G2K
−1
2 )−1),

A33 = λ−1
01 (ρ3cε3 + α2

T3K3T03(1 + (4/3)G1K
−1
3 )−1);

A41 = (1 + ρ3cε3(1 + (4/3)G3K
−1
1 )/(α2

T1K1T01))
−1,

A42 = (1 + ρ2cε2(1 + (4/3)G2K
−1
2 )/(α2

T2K2T02))
−1,

A43 = (1 + ρ1cε1(1 + (4/3)G1K
−1
3 )/(α2

T2K3T03))
−1.

(23)

При формировании представлений для ã∗, b̃∗, а затем и для ṽ1ag, ϑ̃1ag, ṽ2ag,
ϑ̃2ag на основе модифицированного эвристического принципа обобщения исполь-
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зуются следующие оценки для частных производных с учетом свойств положи-
тельной определенности значений параметров Aj [10]:

∂a∗/∂A4 > 0, ∂b∗/∂A2 > 0, ∂b∗/∂A4 > 0; ∂v1ag/∂A1 < 0, ∂v1ag/∂A2 < 0,

∂v1ag/∂a∗ > 0; ∂v2ag/∂A1 < 0, ∂v2ag/∂A2 < 0, ∂v2ag/∂a∗ < 0;

∂ ϑ1ag/∂b∗ < 0, ∂ ϑ1ag/∂A1 < 0, ∂ ϑ1ag/∂A2 < 0, ∂ ϑ1ag/∂A3 > 0;

∂ ϑ2ag/∂b∗ > 0, ∂ ϑ2ag/∂A1 < 0, ∂ ϑ2ag/∂A2 < 0, ∂ ϑ2ag/∂A3 > 0.

(24)

В итоге, с учетом (22)–(24), для компонентов представлений ṽ1ag, ϑ̃1ag, ṽ2ag, ϑ̃2ag
могут быть записаны выражения

a∗α = inf
A1∈[A1α, A1α]

A2∈[A2α, A2α]

((A1 −A2)
2 + 4A1A2A4α)

1/2,

a∗α = sup
A1∈[A1α, A1α]

A2∈[A2α, A2α]

((A1 −A2)
2 + 4A1A2A4α)

1/2;

b∗α = inf
A1∈[A1α, A1α]

A2α +A1(2A4α − 1), b∗α = sup
A1∈[A1α, A1α]

A2α +A1(2A4α − 1);

(25)

v1agα = (2/(A1α +A2α − a∗α))
1/2, v1agα = (2/(A1α +A2α − a∗α))1/2;

v2agα = (2/(A1α +A2α + a∗α))1/2, v2agα = (2/(A1α +A2α + a∗α))
1/2;

ϑ1agα = inf
a∗∈[a∗α, a∗α]

A3α(a∗ − b∗α)(2a∗(2(A1α +A2α − a∗))1/2)−1,

ϑ1agα = sup
a∗∈[a∗α, a∗α]

A3α(a∗ − b∗α)(2a∗(2(A1α +A2α − a∗))1/2)−1;

ϑ2agα = inf
a∗∈[a∗α, a∗α]

A3α(a∗ + b∗α)(2a∗(2(A1α +A2α + a∗))1/2)−1,

ϑ2agα = sup
a∗∈[a∗α, a∗α]

A3α(a∗ + b∗α)(2a∗(2(A1α +A2α + a∗))1/2)−1.

В соотношениях разрабатываемого алгоритма для расчета ṽg(ω) и ϑ̃g(ω) рас-
сматриваются неявные детерминистические функциональные зависимости

ϑ∗ = F−1
j (ω,A1, A2, A3, A4),

отвечающие трем версиям нелинейных уравнений (11) относительно параметра
ϑ, а также соотношения (10)

k = Φj(ϑ∗, ω,A1, A2, A3, A4),

которые при нечетко-множественном обобщении приводят к представлениям

78



Учет параметрической неопределенности при расчете скоростей термоупругих волн

ϑ̃g(ω) =
⋃

α∈[0,1]
[ϑ∗gα(ω), ϑ∗gα(ω)], ṽg(ω) =

⋃
α∈[0,1]

[vgα(ω), vgα(ω)], (26)

ϑ∗gα(ω) = inf
A1∈[A1α, A1α]

A2∈[A2α, A2α]

A3∈[A3α, A3α]

A4∈[A4α, A4α]

F−1
j (ω,A1, A2, A3, A4),

ϑ∗gα(ω) = sup
A1∈[A1α, A1α]

A2∈[A2α, A2α]

A3∈[A3α, A3α]

A4∈[A4α, A4α]

F−1
j (ω,A1, A2, A3, A4);

vgα(ω) = inf
A1∈[A1α, A1α]

A2∈[A2α, A2α]

A3∈[A3α, A3α]

A4∈[A4α, A4α]

ϑ∗∈[ϑ∗gα, ϑ∗gα]

{ω/Φj(ϑ∗, ω,A1, A2, A3, A4)},

vgα(ω) = sup
A1∈[A1α, A1α]

A2∈[A2α, A2α]

A3∈[A3α, A3α]

A4∈[A4α, A4α]

ϑ∗∈[ϑ∗gα, ϑ∗gα]

{ω/Φj(ϑ∗, ω,A1, A2, A3, A4)}.

При численной реализации описанных расчетных алгоритмов осуществляет-
ся дискретизация разложений по множествам α – уровня, и шаг варьирования
параметра α выбирается исходя из соображений получения практически зна-
чимого описания функций принадлежности для анализируемых неконтрастных
характеристик процессов волнового термоупругого деформирования.

Заключение. Результатом представленных в работе исследований является
осуществленная разработка алгоритма получения нечетко-множественных оце-
нок влияния погрешностей в задании исходных параметров, связанных с разбро-
сами экспериментальных данных и технологическими проектными допусками
на результаты применения классической и учитывающей релаксацию теплового
потока гиперболической расчетных моделей определения скоростей связанных
термоупругих волн. Алгоритм основывается на переходе в функциональных со-
отношениях для расчета исследуемых скоростей в рамках детерминистических
версий соответствующих моделей к описывающим неконтрастность экзогенных
характеристик нечетко-множественным параметрам-аргументам с фрагменти-
рованным использованием арифметики нечетких величин и модифицированной
альфа-уровневой формы эвристического принципа расширения. Получены рас-
четные соотношения для характеристик рассматриваемых моделей.

Исследования проводились в ФГБОУ ВО «ДонГУ» в рамках государствен-
ного задания (№ госрегистрации 1023030100040-4- 1.1.2;2.3.1).
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Accounting of parametric uncertainty when calculating thermoelastic waves speed.

The development of an algorithm for obtaining fuzzy-set estimates of the influence of errors in
setting the initial parameters associated with scatters in experimental data and technological design
tolerances on the results of applying classical and hyperbolic calculation models that take into
account the relaxation of heat flow for determining the velocities of coupled thermoelastic waves is
presented. A technique is applied, which is based on the transition in functional relationships for
calculating the studied rates within the framework of deterministic versions of the corresponding
models, to fuzzy-set parameters-arguments describing the non-contrast of exogenous characteristics
with fragmented use of arithmetic of fuzzy quantities and a modified alpha-level form of the heuristic
principle of expansion. Calculation relations for the main non-contrast characteristics of the models
under consideration are obtained.

Keywords: thermoelastic waves, models for calculating velocities, scatter of initial parameters,
errors in experimental data, technological tolerances, fuzzy set accounting of uncertainty, fuzzy
calculation apparatus, heuristic generalization principle.
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СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ ИНЖЕНЕРНОГО МЕТОДА
ПОСТРОЕНИЯ ЗОН ПОВЫШЕННОГО ГОРНОГО ДАВЛЕНИЯ
ПРИ РАЗРАБОТКЕ СВИТЫ УГОЛЬНЫХ ПЛАСТОВ

Представлена усовершенствованная методика построения зон повышенного горного давления
при разработке свиты угольных пластов в условиях подработки или надработки источников
их формирования смежными угольными пластами.
Ключевые слова: горные породы, призабойная часть пласта, выработки, замеры.

Введение. Опережающая отработка защитных пластов в многопластовом
угольном месторождении является наиболее эффективной мерой предотвраще-
ния динамических и газодинамических явлений в угольных шахтах. При опе-
режающей отработке не опасного защитного пласта снижаются горное и газо-
вое давления на участках породного массива опасных пластов, подверженных
разгружающему действию выработанного пространства защитного пласта. Од-
новременно с формированием зон разгрузки в массиве формируются зоны по-
вышенного горного давления (ЗПГД), приуроченные к целикам угля и краевым
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частям угольных пластов. Ведение горных работ в таких зонах характеризует-
ся повышенными опасностями проявлений горных ударов, внезапных выбросов
угля, газа и других газодинамических явлений.

При разработке свит угольных пластов часто возникают ситуации, при ко-
торых на смежных пластах происходит пространственное совмещение зон раз-
грузки и зон ПГД (рис. 1).

Рис. 1. Пример построения на разрезе вкрест простирания пластов зон ПГД с учетом скоррек-
тированных их размеров при подработке или надработке соседними сближенными пластами

Над- и подработка целиков и краевых частей пластов в таких ситуациях мо-
жет приводить к значительному сокращению размеров образуемых зон ПГД.
Однако, согласно требованиям всех предыдущих и последних «Правил. . . » и
«Инструкции по безопасному ведению горных работ на пластах, опасных по
внезапным выбросам угля (породы) и газа» [1, 2], их негативное влияние устра-
няется лишь при расположении опасного пласта в пределах зон эффективной
защиты от влияния выработок смежных пластов. Во всех остальных случаях,
независимо от количества смежных пластов и конфигурации выработанных про-
странств на них, размеры зон ПГД не корректируются, что приводит к необос-
нованному завышению протяженности опасных участков.

Целью данных исследований является совершенствование инженерных ме-
тодов расчета дальности защитного действия и влияния повышенного горного
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давления при разработке смежных угольных пластов путем уточнения геоме-
ханических особенностей, закономерностей и степени влияния ряда факторов,
обеспечивающих эффективную разработку смежных пластов для предотвраще-
ния динамических и газодинамических явлений.

1. Изложение основного материала исследований. Исследования зон
ПГД при их под- и надработке включали математическое моделирование напря-
женного состояния толщи пород с использованием метода граничных интеграль-
ных уравнений, экспериментальные наблюдения в шахтных условиях и обобще-
ние опыта разработки выбросоопасных пластов в различных геологических и
горно-технических условиях [3, 4, 5]. Результатом выполненных исследований
являются методические положения по учету совместного влияния выработок
нескольких пластов при пространственном наложении зон разгрузки и зон по-
вышенного торного давления.

Базовыми параметрами для определения размеров зон ПГД в кровлю и поч-
ву при подработке или надработке источника ПГД являются параметры d1 и d2
(рис. 2), которые для случая формирования ЗПГД от краевой части пласта опре-
деляются по таблице 1 в зависимости от ширины выработанного пространства,
глубины Н расположения источника ПГД (м).

Рис. 2. Схемы к построению зон ПГД на угольных пластах

Значения d1 и d2 при a < 100 м принимаются равными значениям d1 и d2
при a = 100 м, при a > 250 м – равными значениям d1 и d2 при a = 250 м.
Значения углов δ1, δ2, δ3, δ4 и ϕ1, ϕ2, ϕ3 принимаются согласно [1].

Размеры зон ПГД от целика рассчитываются путем умножения соответству-
ющих для краевых частей угольных пластов значений d1 и d2 (табл. 1) на коэф-
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фициент K, определяемый по таблице 2, в зависимости от соотношения ширины
целика (L) и ширины зоны опорного давления согласно [1].

Таблица 1.
Размеры зон ПГД от краевых частей пласта в его кровлю (d1) и почву (d2)

Глубина
расположения Значения d1, м Значения d2, м

источника при ширине a, м при ширине a, м
ПГД
H, м 100 125 150 175 200 225 250 100 125 150 175 200 225 250

300 75 84 93 98 102 108 115 68 79 90 95 100 103 106
400 82 92 102 106 110 115 120 75 86 96 101 105 108 112
500 88 98 108 112 117 121 126 82 92 102 107 111 115 119
600 92 102 112 116 121 126 130 87 97 106 111 116 120 123
700 96 106 116 120 127 131 135 90 100 109 115 120 124 127
800 100 110 120 126 133 134 140 93 103 112 118 124 127 130
900 104 114 125 131 136 141 145 96 106 117 122 127 130 133
1000 108 118 129 136 140 145 150 100 110 121 126 130 134 137
1100 112 123 135 140 145 149 154 103 114 125 130 134 137 141
1200 116 128 140 145 150 154 158 106 118 130 134 138 141 145
1300 120 131 142 148 154 158 152 109 122 135 137 142 145 148
1400 124 135 146 152 158 162 166 112 126 140 143 146 149 152

Таблица 2. Числовые значения коэффициента K

для определения размеров зон ПГД от целика угля
L, м 0,20 0,25 0,35 0,5 1,0 1,5 >2,0
K 0 0,75 1,00 1,10 1,20 1,10 1,0

В случае наложения зон ПГД от нескольких краевых частей или угольных
целиков соседних пластов на один и тот же участок данного пласта, построение
зон ПГД необходимо выполнять отдельно от каждого источника ПГД.

При подработке или надработке источника ПГД параметры d1 и d2 коррек-
тируются при условии, если эффективная мощность m защитных пластов, со-
гласно [1], не меньше 0,7 их критических мощностей m0. При этом границы
выработанного пространства защитного пласта, в соответствии с рисунками 3 а,
3 б и 4 а, 4 б, должны перекрывать нормальные проекции на этот пласт границ
целика на величину не менее 20 м. Подработка или надработка краевой части
пласта (источника ПГД) являются достаточными, когда граница выработанно-
го пространства отдалена от нормальной проекции створа с краевой частью в
сторону выработанного пространства на величину не менее 20 м, а в сторону
массива – на величину не менее 0.7× l, где l – ширина источника формирования
зоны повышенного горного давления.
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Рис. 3. Схемы для оценки условий достаточности подработки или надработки угольного
целика для корректировки параметров зон ПГД: а – по простиранию пласта, б – по падению

пласта

Рис. 4. Схемы для оценки условий достаточности подработки или надработки краевой части
пласта для корректировки параметров зон ПГД: а – по простиранию пласта, б – по падению

пласта

При выполнении рассмотренных выше условий, параметры под- или над-
работки соседними сближенными пластами зон ПГД в кровлю и почву пласта
(источники ПГД) рассчитываются по формулам:

- при подработке:

dΠ1 = KM × d1, (1)

dΠ2 = KB × d2; (2)
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- при надработке

dH1 = KB × d1, (3)

dH2 = KM × d2, (4)

где dΠ1 и dΠ2 – размеры зон ПГД соответственно в кровлю и почву при их подра-
ботке соседними сближенными пластами; dH1 и dH2 – то же при надработке зон
ПГД; KB – коэффициент, корректирующий расчетные значения d1, d2 в сторону
выработанного пространства защитного пласта; KM – то же, при расчетах d1 и
d2 в сторону нетронутого углепородного массива; d1, d2 – значения размеров зон
ПГД от краевой части пласта в его кровлю (d1) и почву (d2), представленные в
таблице 1.

Значения коэффициентов KB и KM определяются по номограмме рисунка 5
в зависимости от расстояния h по нормали между пластом-источником ПГД и
ближайшим защитным пластом. Остальные пласты не принимаются к учету.

Рис. 5. Номограмма для определения коэффициентов KB и KM

Скорректированные значения dΠ1 (d
Π
2 ) и d

H
1 (d

H
2 ) – принимаются вместо зна-

чений d1 и d2 при выборе комплекса мер борьбы с газодинамическими явлениями
в зонах ПГД, а также используются при графических построениях зон ПГД по
схеме рисунка 2.
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В случае невыполнения перечисленных выше условий достаточности подра-
ботки или надработки краевой части пласта, для корректировки параметров зон
ПГД, но при попадании нормальных проекций границ источника ПГД в преде-
лах границ выработанного пространства над- или подрабатывающего защитного
пласта параметры зон ПГД могут быть скорректированы по результатам экспе-
риментальных работ.

На рисунке 1 хорошо видно, как на пласте 2 (при подработке) и на пластах
3 и 6 (при надработке) дальность влияния зон ПГД сокращается в 2–3 раза по
сравнению с дальностью влияния зон ПГД на этих же пластах на участках, где
предварительная отработка защитных пластов отсутствовала.

Выводы и перспективы дальнейших исследований.

1. По результатам выполненных исследований уточнены геомеханические
особенности, закономерности и степень влияния ряда факторов, обеспечиваю-
щих эффективную разработку смежных пластов для предотвращения динами-
ческих и газодинамических явлений.

2. Практические результаты исследований, обеспечивающие повышение эф-
фективности разработки угольных пластов в опасных зонах за счет сокращения
объемов выполнения профилактических мероприятий, увеличения объемов до-
бычи угля и скорости проведения подготовительных выработок на защищаемых
пластах, включены в раздел использования защитных пластов «Правил ведения
горных работ на пластах, склонных к газодинамическим явлениям», обеспечива-
ющих предотвращение аварий в угольных шахтах, связанных с динамическими
и газодинамическими явлениями.

3. Социальная значимость работы заключается в повышении безопасности
горных работ за счет предотвращения аварий в угольных шахтах, связанных
с динамическими и газодинамическими явлениями. Экономическая значимость
работы заключается в сокращении объемов выполнения профилактических ме-
роприятий, увеличении объемов добычи угля и скорости проведения подготови-
тельных выработок на защищаемых пластах.
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Improving the engineering method for constructing zones of high rock pressure when
developing a suite of coal seams.

An improved technique for constructing zones of increased rock pressure during the development of
a formation of coal seams in the conditions of side work or overworking of sources of their formation
by adjacent coal seams is presented.
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шума в частотном диапазоне от сотых долей герц до десятков герц и возмож-
ностям использования его для поисков коллекторов нефти и газа, в том чис-
ле метановых ловушек на шахтных полях [1, 2]. В то же время известно, что
в Донецко-Макеевском угледобывающем районе ДНР метан находится как в
угольных пластах, так и в угленосной толще, и запасы его по разным оценкам
составляют от 741.4 до 1069.5 млрд. м3 только в угольных пластах [3]. Очевид-
но, что наибольший интерес при поисках скоплений метана в этом районе могут
представлять структурные и структурно-тектонические ловушки, представлен-
ные зонами трещиноватости вокруг и внутри пликативных и дизъюнктивных
структур. С учетом особо сложных горно-геологических и техногенных условий
Центрального Донбасса, наиболее перспективным представляется использова-
ние здесь, по крайней мере, на этапе опытно-методических исследований, как
минимум двух передовых и хорошо изученных микросейсмических методов, ка-
кими являются традиционный метод микросейсмического зондирования (ММЗ,
Горбатиков, 2008 г.) и метод Накамуры (Nakamura Y., 1989 г.). При этом особый
интерес для изучения возможностей микросейсмических методов может пред-
ставлять хорошо изученный горный массив шахты «Калиновская-Восточная»,
геологический разрез которой насыщен тектоническими нарушениями и зонами
трещиноватости, а в 2020–2021 годах здесь были проведены сейсмические иссле-
дования с целью определения природы толчков, наблюдаемых в жилом секторе
на поверхности над участком горных работ [4].

Целью статьи является определение разрешающей способности основных
подходов к микросейсмическим измерениям для разработки оптимальной мето-
дики проведения полевых экспериментов и вариантов обработки и интерпрета-
ции полученных результатов в условиях сложного геологического разреза шах-
ты «Калиновская-Восточная» для поиска возможных ловушек метана.

1. Геологическое строение участка. В региональном плане Донецко-
Макеевский район находится в неотектонической зоне, контур которой опреде-
ляется аномалией теплового потока – 60 мвт/м2 [5] на южном крыле Кальмиус-
Торецкой котловины. Общее падение пород карбона – северо-западное под уг-
лом 12–18 градусов; вблизи флексурных и антиклинальных складок углы паде-
ния увеличиваются до 50–70 градусов. Углепородный массив представлен пере-
слаивающимися терригенными отложениями свит C5

2 и C
6
2 . Состав угленосной

формации следующий: пласты песчаников составляют 19–34%, известняков –
0.6–3.4%, углей – 0.3–2.2%, аргиллитов и алевролитов – до 60%. Газоносность
углей на глубине 1000–1200 м высокая – 25–35 м3/т сухой беззольной массы
(с.б.м).

Характерной особенностью геологии участка является наличие разновоз-
растных, разнонаправленных региональных надвигов и надвигов второго ран-
га, а также развитие пликативных тектонических структур, связанных с дви-
жением надвигов. Ниже приведены структурно-тектоническая схема (рис. 1) и
три характерных геологических разреза (рис. 2–3) поля шахты Калиновская-
Восточная. На схему вынесены данные по поглощению промывочной жидко-
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Рис. 1. Структурно-тектоническая схема поля ш. Калиновская-Восточная: 1 – скважина и ее
номер; 2 – поглощение промывочной жидкости (цифры указывают глубину, м); 3 – частичное
поглощение жидкости, м; 4 – слабая трещиноватость массива; 5 – зеркала скольжения; 6 –
газопроявления; 7 – надвиги регионального масштаба и их названия: Т – Тимошенко, Ф –
Французский, И – Итальянский, Д – Диагональный; 8 – надвиги второго ранга и их названия:
S – «S», Д – «Д», К – Каменский, В – «В», П – Промежуточный; 9 – профиль проведения
геофизических исследований КМПВ (2020 год); 10 – установленная зона макросейсмических
событий (по данным 2020 года); 11 – станции наблюдения ЕРМАК-5 (2020 год); 12 – станции

наблюдения ЕРМАК-5 (2021 год); 13 – уровень метаноностности

сти в скважинах, характеризующие степень трещиноватости горных пород, рас-
положение профиля комплексных исследований методом преломленных волн
(КМПВ) и мониторинговые станции. Самыми крупными тектоническими эле-
ментами данного участка являются региональные надвиги: Итальянский, Фран-
цузский, Тимошенко и Диагональный, субгоризонтальная плоскость сместителя
которого расположена на глубине 800–1200 м (рис. 2) и не выходит на поверх-
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ность. Между региональными надвигами находится система надвигов второго
ранга – Промежуточный и надвиг «S», а надвиги Каменский, B и D окаймля-

Рис. 2. Геологический разрез IX-IX поля ш. Калиновская-Восточная. Условные обозначения
представлены на рисунке 1

ют антиклинальную складку в северо-западной части участка. Такое сложное
тектоническое строение участка с пересечениями плоскостей сместителей на раз-
ных глубинах создает множество потенциальных ловушек газа, однако, на самом
деле, было обнаружено только одно газопроявление в скв. 306, находящейся в
мелкой консидементационной отрицательной структуре, окаймленной известня-
ками свиты (рис. 3, разрез XI-XI). Газопроявление зафиксировано на интервале
глубин 950–469 м. в часто-переслаивающихся слоях трещиноватых песчаников
и глинистых сланцев, содержащих большое количество растительных остатков
и фауны, свидетельствующих об автохтонном накоплении. Так как на глубинах
560–565 м найдены многочисленные зеркала скольжения, а на глубинах 900–
920 м обнаружено стопроцентное поглощение промывочной жидкости, можно
предположить, что источником избыточного метана стали, во-первых, – особые
фациальные условия в зоне накопления осадков, во-вторых, – возможные по-
движки Диагонального надвига, вскрывающие угольные пласты с высокой га-
зоносностью. Экраном, перекрывающим распространение метана в верхние го-
ризонты, является плоскость сместителя надвига «S». Сравнение разрезов скв.
№ 167, № 4312 и скв. № 306 показывает, что песчаник в первых двух скважинах
практически не трещиноватый, а поглощение промывочной жидкости присут-
ствует только на интервале 130–140 м в скв. № 167.

Таким образом, быстрая изменчивость степени трещиноватости разреза сви-
детельствует о сложном поле действующих тангенциальных и нормальных на-
пряжений [6]. Для более подробного изучения распределения трещиноватости в
массиве были проанализированы данные по поглощению промывочной жидко-
сти в скважинах (рис. 1). Были выявлены следующие закономерности:

– поглощение в верхних и средних частях разреза происходит в зонах, распо-
ложенных в непосредственной близости от региональных надвигов Тимошенко
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(скв. № 55 и № 56) и Итальянского (скв. № 317, № 169);
– поглощение наблюдается фрагментарно по всему разрезу, если присутству-

ет его пересечение субвертикальными плоскостями сместителей серии надвигов,
например, Каменского, В, Д (рис. 2);

– слабая трещиноватость захватывает верхние участки разреза, а поглоще-
ние отсутствует вблизи более молодого регионального надвига Французского
(скв. № 307, № 59, № 304, № 4196).

Рис. 3. Геологические разрезы X-X, XI-XI поля ш. Калиновская-Восточная. Условные обозна-
чения представлены на рисунке 1
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На основании вышеизложенного можно сделать вывод, что поле шахты Ка-
линовская–Восточная, находящееся в зоне сближения региональных надвигов,
испытывает тангенциальное напряжение, приводящее к образованию зон тре-
щиноватости в верхних и средних частях разреза вблизи надвигов Тимошенко и
Итальянского. Действие более молодого Французского надвига выразилось ме-
нее сильно и привело только к слабой трещиноватости разреза в его висячем
крыле и рядом с выходом плоскости сместителя на поверхность.

2. Возможные пути миграции метана. В связи с тем, что высокая га-
зоносность угольных пластов наблюдается на глубинах около 1000 м, необхо-
димо изучить пути возможной миграции метана к верхним зонам разгрузки.
Рассмотрим пример такого движения в центральной части разреза (рис. 2), где
он пересекается серией плоскостей сместителей надвигов В, Д и Каменского.
От угольных пластов K4 и K4

′ (скв. № 167) с газоносностью 35 м3 на глубине
1100 м прослеживаются повышенные значения СН4, идущие снизу вверх вдоль
надвига Д до глубины 300 м, где находится плоскость сместителя надвига «S»
(скв. № 307).

Аналогичным образом происходит движение метана вдоль плоскости смести-
теля надвига Каменского, однако высота его поднятия всего до глубины 500 м.
Так как в скв. № 4197, № 307 и № 1120 газопроявлений не наблюдалось, можно
предположить, что перераспределение метана в массиве идет не только вверх,
но и по горизонтальным направлениям под экранами плоскостей сместителей
надвигов «S» и Промежуточного.

3. Результаты сейсмических работ. На рисунке 1 показаны сейсмораз-
ведочный профиль КМПВ, местоположения стоянок мониторингового наблю-
дения 2020 и 2021 годов, и зона зафиксированных макро-событий с диапазоном
магнитуд от 1 до 2.8. На рисунке 4 приведены типичные сейсмограммы, снятые
трехкомпонентными датчиками аппаратурного комплекса «Ермак» в 2021 году
(станции DNMK1–DNMK4).

Расчет гипоцентров макро-событий, выполненный на основе определенной по
КМПВ скорости продольных волн, равной 2700 м/с, показал, что все они груп-
пируются на глубине от 700 до 800 м в зоне выхода на поверхность плоскости
сместителя надвига «S» вблизи скв. 316, где на глубине около 1000 м в свите
C5
2 зафиксировано максимальное значение природной метаноносности, равное
35.7 м3/т с.б.м. (рис 2). В связи с этим можно предположить, что зона зафик-
сированных макрособытий принадлежит к максимально уплотненному участку
с высокими значениями тангециальных напряжений. Рядом находится скв. 320,
где на глубине 1100 м так же обнаружена высокая метаноносность угольных
пластов свиты C5

2 , равная 35 м
3/т с.б.м.

Анализ пересечений плоскостей сместителей надвигов на представленных
разрезах показал, что движущимся в настоящее время является надвиг Про-
межуточный. Его висячее крыло совпадает с висячим крылом Диагонального
надвига, находящегося на глубине около 1000 м, и зона, объединяющая его ви-
сячие крылья и висячие крылья надвига «S», представляет собой значительно
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уплотненный фрагмент массива, что подтверждается низкой трещиноватостью
по скв. 167 и 4312. Таким образом, сейсмический отклик массива на динамику
действующих напряжений позволяет надеяться, что микросейсмическое поле
при соответствующей обработке также покажет хороший геологический резуль-
тат.

Рис. 4. Типичные сейсмограммы четырёх трёхкомпонентных станций «Ермак» одиночного
макрособытия от 03.05.2021 г. на участке исслеований.

Частью методик микросейсмических исследований в мире является установ-
ление зависимостей изменения фоновых значений шума от времени суток [7, 8].
В РАНИМИ в 2023 г. была выполнена специализированная обработка данных
сейсмического мониторинга, целью которой было изучение изменений ампли-
туд сейсмоимпульсов от времени. С этой целью для одной из горизонтальных
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составляющих сигнала Hy и для вертикальной составляющей Z вычислялись
суммы амплитуд

∑
Aiy и

∑
Aiz на определенном промежутке записи, соответ-

ствующем разным моментам суток в течение пяти дней. Затем вычислялись
отношения

∑
Aiy/

∑
Aiz и строились графики, представленные на рисунке 5.

Анализ графиков показывает, что в ночные часы горизонтальная составляю-
щая Hy имеет максимумы, предположительно связанные с лунно-солнечными
приливами, так как утром и днем значения Hy были минимальными. Амплиту-
ды вертикальной составляющей колебаний были стабильно ниже, что требует
дополнительных исследований в дальнейшем.

Рис. 5. Графики суточных вариаций сумм амплитуд разнонаправленных компонент макро-
событий и их расчётные отношения, данные за несколько суток: 1 –

∑
Aiy , 2 –

∑
Aiz, 3 –∑

Aiy/
∑

Aiz

Таким образом, рассматривая результаты наблюдавшихся при мониторин-
ге подземных событий (рис. 4) на поле шахты Калиновская-Восточная, мож-
но сделать заключение, что происходит модуляция зафиксированных сигналов
процессами собственных колебаний Земли под действием лунно-солнечной ак-
тивности. В связи с этим фактом, можно сделать предположение о том, что
эндогенная составляющая сигнала в микросейсмическом шуме будет соответ-
ствовать установленной закономерности.
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При этом представляется очевидным, что основными задачами опытно-мето-
дических работ следует считать:

1) сравнение параметров микросейсмических импульсов в зонах сильной и
слабой трещиноватости;

2) определение параметров спектральных характеристик микросейсм для
разреза с газопроявлением;

3) выбор наилучших методик проведения полевых работ;
4) выбор оптимального комплекса обработки и интерпретации полученных

данных.
Для дальнейшего понимания эффективности проведения опытно-методических

работ рассмотрим физические основы, методику измерений и обработки в рам-
ках наиболее перспективных современных направлений микросейсмики.

4. Методы микросейсмических зондирований (ММЗ). Эти методы
разрабатываются, развиваются и используются многими учеными начиная с 80-
х годов 20 века [9–15]. Геологическими объектами поисков являются:

– флюидодинамические каналы и связанные с ними ловушки углеводородов;
– активные разломы и сопровождающие их зоны трещиноватости;
– солянокупольная тектоника и грязевые вулканы;
– трубки взрыва и т.п.
При этом известно, что для субвертикальных объектов с размерами не менее

20% от глубины залегания, эпицентр неоднородности определяется без ошибок.
Две неоднородности, расположенные на расстоянии 50% от глубины залегания,
так же хорошо разделяются. Исследователями установлено, что микросейсмиче-
ский шум состоит из большого количества поверхностных волн разной частоты и
природы, и при этом наиболее информативной является волна Рэлея. Движение
частиц в этой волне происходит по эллипсам, длинные оси которых направлены
перпендикулярно поверхности Земли. В связи с этим, происходит трансфор-
мация вертикальных компонент волны на неоднородностях. Частотный спектр
волн Релея хорошо изучен в интервале 0.01–100 Гц.

Фундаментальным физическим положением ММЗ является корреляция меж-
ду дисперсионной зависимостью скорости волны Рэлея VR, ее частотой f и глу-
биной распространения. Получение экспериментальной кривой дисперсионной
зависимости и измерение скорости VR на поверхности малыми аппертурными
группами с расстоянием между датчиками, равном наименьшей длине волны
Релея, соответствующей исследованию верхней части разреза, обеспечивает точ-
ный выбор той части спектра микросейсмических измерений, которая относится
к трансформированной на неоднородности волне Рэлея [16]. Набору длин волн
на разных частотах соответствуют разные глубины исследований, что и явля-
ется зондированием. Установлено, что амплитуды волн Рэлея возрастают над
зонами трещиноватости или низкоскоростными объектами и уменьшаются над
более плотными высокоскоростными участками разреза.

Ориентировочный алгоритм выполнения исследований ММЗ заключается в
выборе самого «спокойного» (без тектонических нарушений) участка шахтного
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поля и установке 4-х датчиков на расстоянии не более половины длины волны
(0.5λ). Для частоты приема колебаний, например, f=10 Гц, половина длины
волны составит примерно 70 м. Определяется неидентичность амплитуд на всех
датчиках и скорость VR. Далее оставляется на месте один датчик, считающийся
опорной точкой, а другие используются для картирования выбранной области
разреза. Накопление сигнала производится в интервале 1.5 часа для получения
стабильности спектра.

При обработке проводится нормирование полученных спектров на спектры
опорной точки. Выполняется построение карт относительной интенсивности мик-
росейсмического сигнала для каждой частоты в спектре. При интерпретации
проводится привязка карт к глубине с помощью соотношения:

H = K × λ (f) = K
VR (f)

f
, (1)

где H – глубина; K – коэффициент глубинной привязки, который определяется
экспериментально; λ – длина волны; VR – скорость рэлеевских волн.

5. Метод Накамуры. В 1989 году в статье Накамуры [17] было показано,
что в однородной изотропной среде существует пропорциональная зависимость
отношений амплитуд спектров волн Рэлея H/Z – суммарного горизонтального
вектора H к вертикальной компоненте Z, от динамических характеристик раз-
реза, а также то, что она меняется с частотой f , соответствующей определенной
глубине исследования. Горизонтальная и вертикальная компоненты волны Рэ-
лея по разному реагируют на горизонтальную слоистость разреза, и в районе
контакта двух геологических слоев, более чем в 2.5 раза отличающихся между
собой по акустической жесткости, возникает резонанс с максимальным пиком
[18] на частоте

f0 = Vs/4h0, (2)

где Vs – скорость поперечных волн в верхнем горизонте, h0 – глубина залегания
контакта слоёв.

Теоретически установлено, что для большинства горных пород

Vs = 1.05÷ 1.09VR, (3)

и, следовательно,

h0 = 1.07
VR
4f0

, (4)

откуда можно определить глубину залегания границы раздела между слоями.
Метод Накамуры находит свое применение для изучения характеристик грун-

тов и геологических образований на глубине до 1000 м. Эллиптичность микро-
сейсм изучается путем расчета соотношений H/Z, на базе которых строятся ре-
зонансные границы разрезов, например, между рыхлым поверхностным слоем
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и скальным основанием или переслаивающимися песчано-глинистыми породами
и доломитами [19, 20].

Полевые работы могут проводиться одной или двумя автономными станци-
ями в полосе частот от 0.1 до 5 Гц, в течение 30 минут. Одна из станций может
находиться на расстоянии 300–400 м от профиля наблюдений, другая перемеща-
ется с шагом 25–30 м вдоль профиля. Некоторыми исследователями проводятся
измерения в ночные часы для меньшего влияния технических помех.

Обработка заключается в расчете спектров горизонтальной и вертикальной
компонент по методу Фурье и анализе микросейсм; в попарном расчете отно-
шений спектров векторов горизонтальных компонент Hx и Hy и вертикальных
компонент Z, и построении результирующих разрезов этих отношений с выделе-
нием аномальных к соседним значений на определенных глубинах. Осуществля-
ется привязка пиков к конкретным слоям, на которых подразумеваются явления
резонанса геологического разреза и геологическая дифференциация.

В настоящее время исследователи Тарасов С.А., Давыдов В.А., Аносов Г.И.
[18–20] пришли к выводу, что метод Накамуры показывает устойчивые резуль-
таты при расчленении осадочных геологических разрезов с контрастными гра-
ницами плотности глубиной до 1000 м.

Выводы. Таким образом, наличие крупных разнонаправленных региональ-
ных надвигов и надвигов второго ранга создает внутри исследуемого массива
как закономерно распоолженные, так и случайно возникающие зоны трещино-
ватости.

Глубины залегания зон трещиноватости и их мощности колеблются в самых
широких пределах.

В связи с вышеизложенным, опытно-методические исследования необходимо
проводить на известных объектах с целью привязки полученных данных по глу-
бине. При этом требуется использовать оба метода на разрезах с установленным
газопроявлением и без него. В приповерхностной части разреза целесообразно
использовать метод Накамуры для детализации, а для глубинной части разре-
за лучшую результативность обеспечит метод МЗ. Полученные данные после
обработки указанными методами на каждом из планируемых объектов подвер-
гаются анализу спектральных характеристик и привязке их к потенциальным
стратиграфическим или структурным ловушкам метана.

Учитывая тот факт, что основное внимание в опытно методических работах
будет направлено на изучение микросейсм над газопроявлением, где в горизон-
тально-слоистом разрезе присутствует и наклонная плоскость надвига «S» и суб-
вертикальная разуплотненная неоднородность, как было показано выше, нужно
использовать многочисленные теоретические методы расчеты сейсмограмм для
разных видов нарушений углепородного массива, ранее разработанные в РАНИ-
МИ [21].

Исследования проведены в ФГБНУ «РАНИМИ» в рамках государственного
задания (№ госрегистрации 1023020700022-3-2.7.5).
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L.A. Novgorodtseva, V.V. Tumanov, O.L. Shalovanov, D.S. Borodin, E.A. Yalputa
Investigation of the requirements for the use of microseismic methods to identify gas-
bearing structures in the circumstances of the mine field coal mine “Kalinovskaya-
Vostochnaya”.

The article discusses the requirements of using the microseismic sounding method and the Nakamura
method for searching of structural and structural-tectonic methane traps considering with the
mining and geological conditions of the Kalinovskaya-Vostochnaya minefield in the area of township
United Makeevka city DPR.

Keywords: microseismic measurements, spectral ratios, fracture zones, gas appearance.
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